内 容 简 介 


本 书 古 学 习 数 学 分 析 诛 程 的 一 本 极 好 的 指导 书 . 本 书 的 编 与 顺序 与 一 般 
的 数学 教科 书 同 步 , 本 册 内 容 包 括 级 数 、 函 数 项 级 数 与 攻 级 数 、 傅 里 叶 级 数 、 
多 元 盟 数 微分 学 、. 隐 画 数 定理 及 应 用 .向 量 函 数 微 分 学 . 重 积分 .曲线 积分 与 
曲面 积分 .读者 可 以 通过 学 习 它 循序 渐进 地 理解 和 人 掌握 数学 分 析 的 概念 和 方 
法 . 本 书 在 归纳 内 容 、 释 疑 解 难 的 基础 上 ,用 大 量 、 全 面 的 例题 为 读者 诠释 概 
念 、 演 绎 技巧 、 举 证 方法 ,使 读者 可 以 更 好 地 融会 知识 .理解 概念 熟悉 技巧 各 
掌握 方法 .因此 ,读者 有 必要 认真 学 习 本 书 , 通 过 它 化 教科 书 上 的 抽象 概念 为 
自己 的 切实 有 用 的 知识 . 

希望 本 书 能 成 为 你 的 良师益友 ,欢迎 你 选用 本 系列 从 书 . 


本 书 是 学 习 数 学 分 析 课 程 的 一 本 极 好 的 指导 书 .本 书 的 编写 顺序 与 一 般 
的 数学 教科 书 同 步 , 本 册 内 容 包 括 级 数 . 函 数 项 级 数 与 医 级 数 、 傅 里 时 级 数 、 
多 元 函数 微分 学 . 隐 范 数 定 理 及 应 用 .向 量 函 数 微 分 学 . 重 积 分 .曲线 积分 与 
曲面 积分 .读者 可 以 通过 学 习 它 循序 渐进 地 理解 和 人 掌握 数学 分 析 的 概念 和 方 
法 . 本 书 在 归纳 内 容 、 释 疑 解 难 的 基础 上 ,用 大 量 、 全 面 的 例题 为 读者 诠释 概 
念 ,演绎 技巧 ,举证 方法 ,使 读者 可 以 更 好 地 融会 知识 .理解 概念 .熟悉 技巧 和 
掌握 方法 . 因此 ,读者 有 必要 认真 学 习 本 书 , 通 过 它 化 教科 书 上 的 抽象 概念 为 
自己 的 切实 有 用 的 知识 . 

逢 望 本 书 能 成 为 你 的 良师益友 ,欢迎 你 选用 本 系列 丛书 . 


了 路 


前 


数学 分 析 是 高 等 学 校 数学 专业 的 主要 基础 课程 . 数学 初学 者 
来 说 ,数学 分 析 课 程 的 概念 难 懂 ,方法 抽象 , 解 题 难以 人 手 , 思 维 难 
以 展开 . 为 了 帮助 大 家 学 好 数学 分 析 , 解 决 学 习 中 的 困难 ,指导 学 
习 的 方法 ,提高 学 习 的 效率 ,我 们 编写 了 本 书 ， 

为 了 使 读者 能 循序 渐进 , 扎 扎 实 实地 从 理论 上 、 思 维 上 、 方 法 
上 和 营 握 数学 分 析 的 概念 与 内 容 、 方 法 及 技巧 ,我 们 采用 与 教材 同 
步 、 以 章节 为 序 的 方法 ,对 问题 逐个 地 进行 讨论 .分 析 、 举 例 . 归 纳 ， 
在 提升 知识 .解析 疑难 的 基础 上 ,用 大 量 的 例题 为 读者 诠释 概念 、 
丫 绎 技巧 ,举证 方法 ,使 读者 通过 例题 边 分 析 、 边 练习 、 边 讨论 、 边 
总 结 , 从 而 更 好 地 融会 知识 理解 概念 .熟悉 技巧 和 掌握 方法 ,将 书 
本 上 的 抽象 理论 真正 化 为 自己 的 切实 有 用 的 知识 ,更 为 后 续 课 程 
打下 良好 的 数学 基础 . 

本 书 不 像 茶 些 重点 讲授 方法 的 参考 书 那样 ,以 问题 归 类 来 讨 
论 方法 . 因此 希望 读者 学 习 以 后 ,自己 做 一 些 归纳 提高 .整理 加 工 
的 工作 ,以 增强 自己 的 实践 能 力 . 

数学 分 析 的 题目 及 其 解法 浩如烟海 ,编者 只 能 选编 其 中 一 小 
部 分 比较 普遍 的 和 比较 典型 的 献 给 读者 .有 些 例题 是 为 了 举证 方 
法 而 选用 的 ,因此 不 一 定 是 该 例 的 最 佳 方法 . 本 书 以 较 多 的 篇 幅 来 
讨论 命题 的 论证 ,这 是 数学 分 析 的 理论 基础 ,但 也 用 了 相当 篇 幅 来 
叙述 计算 方法 ,希望 能 以 此 提高 读者 的 计算 和 证 明 能 力 . 

本 书 的 编写 出 版 得 到 了 华中 科技 大 学 出 版 社 的 热心 支持 和 帮 
助 ,在 此 向 他 们 表示 圳 心 的 感谢 . 在 本 书写 作 中 , 曾 参 阅 了 一 些 作 

。  。 


者 关于 数学 分 析 问 题 的 著作 ,我 们 借 此 机 会 向 他 们 表示 城区 的 谢 


由 于 经 验 不 足 和 学 识 所 限 , 本 书 的 失误 之 处 在 所 难免 , 望 同 行 
和 和 读者 热心 指正 . / 


队 清 华 了 内 吴 
2003 年 11 月 


第 七 章 级 烧 


主要 内 容 … 
疑难 解析 ，…… 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 ee 
一 ,级 数 的 敛 散 性 问题 Cee ooo os. 
二 , 正 项 级 数 的 皱 散人 性 问题 ee 
第 二 节 一般 项 级 数 Ce 
主要 内 容 pe 


疑难 解析 .ss 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 … pv 
第 三 节 无穷 乘积 ee 
主要 内 容 oo 
疑难 解析 pe 


方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


第 八 章 ”函数 项 级 数 与 震级 数 ，………….…. 
第 一 节 ”一致 收 化 性 


疑难 解析 ……………，……-…. 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 … os 
一 \ 函 数列 的 收敛 性 与 一 致 收敛 性 … 
一 、 是 数 项 级 数 的 收 和 伍 性 与 一 致 收 伍 性 … 

第 二 节 一 下 履约 本 数列 与 下 顶级 多 信 夺 ~ 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 …………………… 


第 三 节 ”震级 数 pe 
主要 内 容 ee 


疑难 解析 … 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 pp 
一 、 千 级 数 的 收敛 半径 与 收 伍 域 …………… 
二 ,和 帘 级 数 的 性 质 pp 


三 ,其它 类 型 例题 …………: 
第 四 节 ”函数 展开 成 罕 级 数 … 
主要 内 容 … 
疑难 解析 


方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 ，……-…………… 
第 九 童 ”和 健 里 叶 级 数 宝 ee 


第 一 节 ” 傅 里 叶 级 数 展开 式 


主要 内 容 .oo 


疑难 解析 … 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 ， 


第 二 节 ”以 27 为 周期 的 函数 的 展开 式 ………… 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 ， 


主要 内 容 .sse 


疑难 解析 
方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 ，…'…，…………: 


第 十 章 ”多 元 函数 微分 学 … 
第 一 节 平面 点 集 与 多 元 函数 … 
主要 内 容 … 
疑难 解析 … 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 - 


第 二 节 二 元 哨 数 的 极限 与 连续 性 和 


主要 内 容 
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疑难 解析 … 


方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 pp 
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一 、 二 元 函数 的 极限 .………: 


二 、 二 元 函数 的 连续 性 ee 
第 三 节 多 元 函数 的 偏 导数 与 全 微分 … 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 ， 


第 四 节 复合 函数 微分 法 与 方向 导数 … Son. 
(274) 
《275) 
: (275) 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 ee 

一 、 多 元 复合 函数 求 导 与 全 微分 pp 

二 .方向 导数 与 梯度 ee 
第 五 节 泰 勤 公式 与 极 值 问 题 pp ee ee 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 : 


| 


lH 有 


第 十 一 章 ” 隐 函数 定理 及 其 应 用 


第 一 节 隐 函 数 与 隐 孙 数组 eee 
主要 内 容 ees 


疑难 解析 ……… 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 pe 


一 、 隐 函数 及 其 偏 导数 …………: 
二 、 隐 函数 组 及 其 偏 导 数 … 

第 二 节 ”几何 应 用 与 条 件 极 值 … 
主要 内 容 … 


疑难 解析 .pp 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 ，…………… os。 


.高 阶 偏 导数 与 全 微分 po 
.泰勒 公式 
,无条件 极 值 与 最 值 ，………….………. 
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—— \、 隐 基数 的 几何 应 yy 用 问题 ssn ee te 


二 条件 极 值 问 题 


第 十 二 章 向 量 函 数 微 分 学 ……………… oseseeeessouoreseseeeses 
第 一 节 久 维 欧 几 里 德 空间 与 向 量 函 数 ppp 

. sors ‘0 (336) 
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“0 (343) 
(343) 
"(345) 
(345) 


主要 内 容 … 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 ， 


第 二 节 向量 蚂 数 的 微分 … so 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 . 


第 三 节 隐 吵 数 定理 与 反 蓝 数 定理 pp 
oon eos . (354) 
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主要 内 容 … 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 让 


第 十 三 章 ” 重 积分 


第 一 节 二 重 积 分 的 概念 .…，……….…. 


主要 内 容 ee 
疑难 解析 … 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 … 


第 二 节 ”二 重 积分 的 计算 .pp 
主要 内 容 enet 


疑难 解析 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 ， 
一 ,二 重 积分 的 计算 ……… 


be 


、 二 重 积分 证 明 题 pe 


三 、 其它 二 重 积分 问题 ，…………-. 
第 三 节 ”三重 积 分 ……………v……. 

主要 内 容 .…….…. 

疑难 解析 … 


方法 . 按 巧 与 奥 型 例题 分 析 cee 


第 四 节 重 积分 的 应 用 
主要 内 容 


e TV ， 


(324) 
* (329) 
(336) 
(336) 


(354) 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 pe 
一 、 重 积分 的 几何 应 用 pp 
二 重 积 分 的 物理 应 用 Nb 

第 五 节 含 参 变量 的 非 正 常 积 分 :pe 


主要 内 容 .oo 
疑难 解析 .pe 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 oseaasseassasseseeesasseuasescsee eeas 
第 十 四 章 曲线 积分 与 曲面 积分 .……… 和 vv，… 
第 一 节 ”第 一 型 曲线 积分 与 第 一 型 曲面 积分 ……… 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … ， ss ss, 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 ， 


一 .第 一 型 曲线 积分 的 计算 与 应 用 ppp es， 
二 ,第 一 型 曲面 积分 的 计算 与 应 用 pp. 


第 二 节 第 二 型 曲线 积分 
主要 内 容 ……… se. 
疑难 解析 … ee 
方法 技巧 与 典型 例题 分 析 …… 


第 三 节 格林 公式 ”曲线 积分 与 路 径 的 无 关 性 … 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 . 


第 四 节 ”第 二 型 曲面 积分 ， pe 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … ee 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 . 

第 五 节 高 斯 公式 与 斯 托 克 斯 公式 … 
主要 内 容 … 
疑难 解析 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 …… 


第 七 章 级 数 


无 穷 级 数 是 数学 分 析 理 论 的 重要 组 成 部 分 ,在 应 用 数学 与 工 
程 技术 中 有 广泛 的 应 用 . 无 穷 级 数 又 分 为 数 项 级 数 和 函数 项 级 数 ， 
本 书 着 重 研 究 数 项 级 数 中 的 正 项 级 数 、 一 般 项 级 数 以 及 图 数 项 级 
数 中 的 硕 级 数 . 


第 一 三 ”级 数 的 钱 散 性 与 正 项 级 数 


主要 内 容 
一 、 级 数 的 敛 散 性 
1. 给 定 一 个 数列 tu,?, 则 表达 式 
= 十 十 司 十 忆 十 … 


称 为 数 项 级 数 或 无 穷 级 数 .u 称 为 级 数 的 一 般 项 . 
9 一 MUi 十 zz 十 十 ao 
称 为 上 述 数 项 级 数 的 第 个 部 分 和 ,简称 部 分 和 ， 


2. 若 级 数 > zu 的 部 分 和 数列 {5,} 有 极限 9$, 即 limS, 一 S, 则 
称 无 穷 级 数 yz 收敛 . S 称 为 无 穷 级 数 的 和 , 记 作 


S 一 和 十 四 十 光 十 古 二 或 5S= Wu, 
n= 1 


车 {5,} 没 有 极限 , 则 称 无 穷 级 数 Du 发 散 . 


3. 柯 西 (Cauchy) 审 敏 原理 ”级 数 iu, 收敛 的 充分 必要 条 件 

为 :V ex0,3 NEN, 使 得 当心 N 时 ,对 任意 的 自然 数 ， 均 有 
lai 十 af 十 十 ap 过 €. 

推论 ”级 数 > "ws 收敛 的 必要 条 件 是 limzs 一 0 

4. 收 化 级 数 的 基本 性 质 

(1D 车 级 数 lz 收 但 于 5S,h 为 常数 , 则 级 数 hz 也 收敛 ， 
其 和 为 有 S. 

(2) 车 级 数 2 和 > 分 别 收 策 于 和 工 ,cd 为 常数 , 风 


级 数 》 (cz 十 dv,) 也 收 敏 , 其 和 为 cS 十 dT. 

《3) 去 挥 、. 增 加 或 改变 级 数 的 有 限 个 项 ,不 改变 级 数 的 伍 散 
性 . 

(4) 对 收敛 级 数 的 项 任意 加 括号 ,不 改变 级 数 的 伍 散 性 ,也 不 
改变 级 数 的 和 . 

车 加 括号 后 的 级 数 发 散 , 则 原 级 数 也 发 散 . 

5. 第 用 结论 

(1) 等 比 级 数 >》,ag" 一 4 十 ag 十 十 ci 十 … 和 (天 0) , 当 
lq 过 1 时 收敛 , 当 |g| 实 1 时 发 散 . 

(2) 调和 级 数 1 十 二 十 与 十 … 十 二 十 … 是 发 散 的 

二 、 正 项 级 数 

车 级 数 > yz 的 一 般 项 之 0, 则 称 》\w, 为 正 项 级 数 . 负 项 级 


ee 


数 可 以 化 为 正 项 级 数 来 研究 . 
1. 正 项 级 数 yin, 收 合 的 充 要 条 件 是 :部 分 和 数列 (5,) 有 界 ， 


2. 正 项 级 数 的 比较 原则 设 >,x 和 》,v, 都 是 正 项 级 数 ,如 
果 存 在 某 个 N > 0, 对 一 切 > N 都 有 岂 委 , 则 
(1) 车 级 数 > ,vw 收 伍 , 则 级 数 > ,zw 也 收敛 ; 


(2) 车 级 数 3 发 散 , 则 级 数 3 也 发 散 ， 

3. 比较 原则 的 极限 形式 设 > ws 和 > v 都 是 正 项 级 数 ,车 
各 过 一 4 网 

(1) 当 0<<4<< 十 必 时 ,级 数 >)w 和 > v 有 相同 的 仇 艇 性 ; 

(2) 当 /! = oD 收 北 时 ,级 数 > we, 也 收 全 

(3) 当 / 一 二 ~ 发 散 时 ,级 数 >)w, 也 发 散 


4. 达 朗 贝尔 (D'Alembert) 比 式 判 别 法 ” 设 >》u 为 正 项 级 
数 , 且 存在 某 自 然 数 Ne 及 常数 g (0 过 gq 过 1), 则 


(1) 车 对 一 切 n > No, 有 一 茹 之 gq, 则 级 数 > )z 收敛 ; 


a, 


(2) 车 对 一 切 n > No, 有 一 + 之 1, 则 级 数 yo 发 散 . 
路 一】 


5. 比 式 判 别 法 的 极限 形式 ”车 >' 必 为 正 项 级 数 , 且 lim n+l 


i 
一 9， 则 ; 


(1) 当 g 二 1 时 ,级 数 》\w, 收 化 ; 


(2) 当 g >>1 或 9 一 十 ce 时 ,级 数 > zw 发 散 . 

6. 柯 西 根 式 判别 法 ” 设 》,u 为 正 项 级 数 , 且 存 在 某 正 数 N。 
及 常数 /二 0, 则 

(1) 车 对 一 切 # 沁 N,, 有 Nw 过 /过 1, 则 级 数 3iw 收敛 ， 

(2) 车 对 一 切 # 之 No, 有 Nu 之 1, 则 级 数 uw, 发散 

7. 根 式 判别 法 的 极限 形式 设 也 uw, 为 正 项 级 数 , 且 lim ww 
一 1 则 ， : 

(1) 当 !<<1 时 ,级 数 >，z 收敛 

(2) 当 ! 过 1 时 ,级 数 >》'w, 发 散 . 

8. 对 极限 不 存在 ,而 上 、 下 极限 存在 情形 ,有 以 下 结论 . 

设 >》 ju 为 正 项 级 数 , 则 


lim 一 一 9 < 1, 则 级 数 > zw 收敛 ; 


一 +t! 一 9 > ], 则 级 数 > zw 发 散 ， 
本 为 正 项 级 数 , 且 IEn Vu 一/, 则 当 / < 1 时 ,级 数 


Du 收敛 ; 当 / 之 1 时 ， 级 数 DD 发 散 . 
10. 积分 判别 法 ” 设 f(z) 为 [1 十 十 co) 上 的 非 负 单调 减少 函 


数 , 则 正 项 级 数 > 7(n) 与 非 正常 积分 | ”f(z)dz 同时 收 合 或 同 
时 发 散 . 
11. 拉 贝 (Raabe) 判别 法 ” 设 Y\w 为 正 项 级 数 , 且 存在 极限 


lima| ] 一 et | 一 三, 则 


(1) 当 + 之 1 时 ,级 数 》 zs 收敛 ; 
并 一 上 


疑难 解析 


1. 怎样 理解 无 穷 级 数 > w 收 人 钱 ? 


答 “无穷 级 数 > ,zu = 一 由 十 ze 十 … 十 她 十 … 是 无 穷 多 项 
的 和 ,可 能 是 有 限 数 ,也 可 能 是 无 限 数 ,或 者 是 不 确定 的 数 . 如 
1 1 1 ] 
有 限 数 lst gt 二 "=2， 
无 限 数 1 十 2 十 3 十 … 十 2 十 一 十 co， 
不 确定 数 1 一 1 十 1 一 1 十 … 十 1 一 1 十 …. 
当 和 是 有 限 数 S 时 , 称 级 数 > ju 收敛 于 S. 否则 称 级 数 >》\u, 发 


散 . 
特别 要 注意 的 是 ,级 数 的 和 是 无 限 项 的 和 (简称 无 限 和 ) 与 有 
限 项 的 和 (简称 有 限 和 ) 有 本 质 区 别 . 有 限 和 是 一 定 存 在 的 ,但 无 
限 和 不 一 定 存在 . 然而 ,两 者 又 有 十 分 密切 的 联系 , 即 元 限 和 可 以 
通过 有 限 和 的 极限 表示 . 一 般 地 ,级 数 求 和 要 先 求 部 分 和 S,( 有 限 
» DD. 


和 ), 再 求 部 分 和 的 极限 limS,, 确 定 级 数 的 和 S$( 无 限 和 ) 是 否 存 
在 . 

2. 判别 正 项 级 数 钱 散 性 的 条 件 是 否 都 是 充分 必要 的 条 件 ? 

区 一 切 判 别 正 项 级 数 敛 散 性 的 条 件 都 是 充分 条 件 , 但 不 一 
定 是 必要 条 件 . 


如 对 正 项 级 数 ,车 lim 一 此 二 /之 1, 则 》 uw 一 定 收 伍 , 反 
7 二 1 有 nn 二 1 


之 则 不 一 定 收 钙 . 例如 


十 
Er 


3"/ 2 | 
/二 =|) 二 ~ 
zr/ | 2 
所 以 ,lim 一 站 不 存在 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 级 数 的 敛 散 性 问题 

数 项 级 数 敛 散 性 问题 是 级 数 研 究 中 的 一 个 基本 问题 . 由 级 数 
的 敛 散 性 定义 知 , 判 别 级 数 的 敛 散 性 实质 上 是 判别 级 数 部 分 和 数 
列 的 敛 散 性 , 求 级 数 的 和 就 是 求 级 数 部 分 和 数列 的 极限 .因此 , 研 
究 级 数 的 基本 思想 方法 就 是 将 级 数 的 问题 转化 为 其 部 分 和 数列 的 
相应 问题 . 同时 ,在 实际 问题 中 ,我 们 还 需 利 用 已 知 敛 散 性 的 级 数 
和 级 数 的 性 质 来 帮助 确定 级 数 的 敛 散 性 及 推断 级 数 的 一 些 性 质 . 

例 1 一 弹性 小 球 从 高 h。 处 落下 ,落地 后 弹 起 的 高 度 为 前 次 
下 落 高 度 的 一 半 . 如 此 往复 起 落 , 问 小 球 的 起 落 是 否 会 停止 . 

汉 0b 各 


解 从 理论 上 讲 , 小 球 的 起 落 次 数 是 无 穷 的 , 是 否 停止 跳动 ， 
要 看 完成 这 无 数 次 起 落 的 时 间 是 否 是 有 限 的 .于 是 ,问题 可 以 归 绽 
为 一 个 无 穷 级 数 的 全 散 性 问题 . 


依 自 由 落体 基本 规律 有 ,有 一 志 gt*， 所 以 小 球 从 高 hh 处 落地 


所 第 时 间 为 + 一生 *， 小 球 弹 起 也 再 落地 所 需 时 间 为 4 = 


/人 -一 ,于 是 ， 


小 球 从 开始 下 落 至 第 n 次 落地 所 用 时 间 为 
J, 二 tt 十 引 十 志和 十 -十 1 


= /2 外 十/ 外 十 2 多 十 ， 2/ 
号 

hol— /v2) /和 
a 
-VN g 1—1l/vV2 4 8 
故 卫 一 lim7 ,一 (4 十 3 V 2 ) Nho/g .由 此 可 知 ,完成 这 无 数 次 起 


涪 所 用 的 时 间 是 有 限 的 ,因此 ,小 球 的 弹跳 过 程 一 定 会 停止 . 
例 2 判断 下 列 命 题 的 真 伪 , 给 出 证 明 或 举 出 反例 . 


(1) yw 收敛 , yw 发 散 , 则 Ce 十 发 散 ; 
nn 二] HH 二] n= 二 1 


(2) 》 jw 发 散 ，> ,ww 发 散 , 则 > bw 十 v,) 发 散 ; 
n= ] n= 1 N= 1] 
n= |] Mm n==1 

(4) Da, rT 发 散 . 
no 二 1] 邓 一 十 TF Tel | 


解 (1) 真 .用 反 证 法 证 明 . 若 Ca 十 ww) 收复 , 则 由 六 


收复 知 , yu 二 [Cu 十 ww) 一 w] 也 收 伍 . 这 与 题 设 矛盾 . 


n= 1 


(2) 饭 . 例如 ，》, (一 1)" 发 散 ，2, (一 1) 发散, 但 是 ， 


>》 [( 一 1) 十 (一 1 人 收敛， 
(3) 人 擅 . 比 式 判别 法 的 极限 形式 只 对 正 项 级 数 适 用 . 例如 


S ~ 1 1 ] 
”一 《一 1)" ; 令 v, 二 (一 1) 一 一 十 一 ， 则 
2 /7 SF 
11m 各 -- CD/vn 一 1]1 尖 0. 
一 DY 十 An 
但 是 ,因为 二 发 散 , 依 题 (1) 知 ,>)v, 发 散 . 
上 二 1] n 二 1 
(4) 真 . 因为 2 w 收敛 ,所 以 limax = 0. 于 是 lim 本 一 
1. 由 级 数 收 全 的 必要 条 件 知 ，>) 了 二 发散 
1 一 1 站 
例 3 证 明 : 
站 1 -Lv>o0 
一 〈a 十 天 一 1)(c 十 天 ) a ? 
24 二 2x—1 1 
(2) 2 Dr (> 0). 
证 ”利用 limS, 证 明 . 
(1]) MN 1 1 1 + 
” aa 十 1) (a 十 1) (a 十 2) (a 二 Tn—1)(a 二 nn) 
[li1_ il 1 一 ... 
a | 4 十 1] ad 十 2 
1 ] 
十 4 十 ?7 一 1  a 十 7 
1 i 
a 十 六 


故 limS, 一 二 . 所 以 命题 成 立 . 


wt 
2a+l1 | 24 十 3 
(TD GTTDCT5 
十 (一 1 一 .22 工人 2 一] 


(a 十 n 一 1) (a 二 nn) 
1 tt 


a atl) \atl a+t2 
十 (一 | 于 十 二 
一 二 十 ( 一 Do 
故 limS, 一 二 .所 以 命题 成 立 ， 
例 4 证 明 : 


(1) 若 久 -co (一 co), 则 > (6sti 一 6,) 发 散 ; 
Ht 一 二 
(2) 契 凤 一 0 (2 一 co)， > (a 一 zat) 收 皱 , 则 > ,az 收 敛 
上 二 1 下 二 1 


(3) 条 d, 一 > a (n 一 co), 则 >，(a， 一 dnt1l) Ur™ ua; 
n= ] 


all 1 
(4) 若 6b, 一 —> , ll 让 一 
右 OO (n CO ) 则 2 pb, br 


证 ”利用 数列 的 敛 散 性 研 客 级 数 的 伍 散 性 . 


l 


bi 


(5, 一》 一 060) 一 6 一 好 0 (nn 一 00), 所 以 级 
k= 1 


| 


数 >》 (ii 一 b,) 发 散 . 


n 二 ] 
(2) 设 SD, -一 > ,zi 1, -一 YY ua) 十 WU) 出 
二 】 上 一 1 


当 7 一 2 时 ,9 一 了 ， 及 一 ,2，…， 
当 7 一 2R 一 ] 时 ,SS, 二 Ti 十 ww,， k=] ,2 
故 当 n->c20 时 ,kk 一 00 ,us 王 0, 于 是 


limsS, -一 1]1m7 -一 1m7 ~ 一 
k=" oo 一 CO 


一 > (to 十 Wz D) 
所 以 级 数 》,u, 收敛 . 


n= 1 
(3) S$, 一 (al 一 ay ) 十 (ay 一 CC ) 十 十 (ay 一 Ci 


一 Ci 一 QQ 一 Q (n>oo,ar™a) 


1 1 1 1 1 1 
(4) 5 二 (万 六 | 十 | 忆 六 | 二 二 | 六 一 下 
1 ] ] 
一 一 一- 一 和 一 一 ”>CO ，。 一 > 个) ， 
六， 2 bi Cn Dat 


例 5 证 明 :在 limza， — UU, > nn si 收 伊 ,由 >》)，a， 也 
No n=] n==1 
收敛 . 


| 
mt 


kl(a; 一 Gh-1) 


al 一 Go) 十 (2a; 一 2401) 二 于 十 na, CO— na,-i) 
— dp ad ad,_: 二 Na,,， 


开 一 ]】] 
于 是 > dr Na, 一 S,. 设 lmS, 一 S， 册 
ho "TT 


Ch 


即 级 数 》 a, 收敛 . 


例 6 设 级 数 >,ax ii，>,ax 都 收敛 ,证 明 级 数 >,a, 也 收敛 . 


证 设 >)axs >ax，> oa 的 部 分 和 分 别 为 S,(1),S,(2) 
和 5,， 因 为 Dar) 和 


六 。 下 笋 ,有 limsGD) = 5' ,lim5,(2) = 
9 显然 


一 1 


S 2 -一 9 (1] ) 十 S,.(2) 9 | 一 《1 ) 十 Ji1(2)， 
学 10 熏 


于 是 lim Sz 一 S' 十 SS"， lm 二 SS 十 59". 
依 收 全 级 数 的 性 质 ,limS, 一 5' 十 5”, 即 级 数 >)a, 收 全 
例 7 证明; 若 级 数 >a, 与 yb. 收 伍 , 且 
4d, 和 < b,， 1 ,2，…， 
则 级 数 D8 也 收敛 
证 ”因为 》 a, 与 36, 收 化, 由 柯 西 审 敏 原理 ,Y s>0,3N, 


E N ,使 得 当 " 之 Ni 时 ,有 | | < NE N, 使 得 当 n>> NN， 


二 二 nn 十 1 
时 ,有 | 3 6,|<e 
x=n 二 1 


于 是 , 取 六 =max{Ni,N:), 则 当 ”>>N 时 ,上 面 两 不 等 式 都 
成 立 . 从 而 


— < He< 3 SB 


=n 十 1 x 二 十 1 


即 | > c4 | 过 e. 故 依 柯 西 审 敛 原理, 3)c, 收敛 

kn 二 1 nO—1 

例 8 ”证明 : 若 级 数 as(a, 之 0) 收 化, 则 级 数 y\a3 也 收敛 

证 ”车 级 数 >a 收敛 , 则 lima, = 0. 因 此 , 当 半 之 No 时 , 必 
有 a,<< 1 从 而 ai <a<1l1， 则 

一 > ,da < Ya- b, — B. 

所 以 ,{4,} 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 ,由 此 可 知 ,数列 {A,) 收敛 ， 
即 级 数 > ya? 收敛. 


es。 ]]。 


逆 命 题 不 成 立 . 如 > ' 点 收敛 ,但 是 级 数 >) 、 却 发 散 

如 果 Ve>>03jN>0, 对 一 切 训 盖 六 和 9> 六 ,人 恒 有 
1S， 一 S| 二。, 则 称 数列 {S,) 为 柯 西数 列 . 由 柯 西 审 敛 原理 ( 见 第 
一 章 ), 柯 西数 列 是 收敛 数列 ;反之 , 若 数列 收敛 , 则 必 为 柯 西数 列 
级 数 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :级 数 的 部 分 和 数列 {S,} 是 柯 西数 
列 


例 9 设 级 数 》,a, 收敛 , 且 a, > 0, 证 明 . 


(1) 》 Vaawr 收 合 ; (2) VS 一 二 收 仇 ,ao 天 1 
证 “利用 柯 西数 列 证 明 ， 
(1) 因 六 a, 收 敏 , 则 工人 o, + wa) 也 收敛 , 记 其 部 分 和 数 
列 为 {T,) , 则 {T,) 为 柯 西数 列 ,而 
V aarti < Sas 十 at， 
故 Y se 六 0, N>0, 对 一 切 pzgN, 有 


pp 


户 
Us 十 dp+l 
IS,— S|= >， Vaiatr < 委 > 一 人 
二 9 十 1 k==g 二 1 


一 |7T,—7,|<=e. 


即 {S,} 也 是 柯 西数 列 , 故 级 数 >，V aa,+l 收敛 . 


(2) 因 级 数 > a, 收敛 , 故 存在 N > 0, 对 一 切 靖 > NN, 有 a 一 
1/2, 于 是 


0 ~ — < 9d,, 
] 一 C， 


从 而 由 原 级 数 收敛 知 , 2) 本 一 一 也 收敛 


* jo。 


例 10 设 级 数 》)a, 收 伍 , 数 列 {%} 具有 性 质 : 存 在 常数 ,对 


一 切 号 恒 有 了 1》 一 xsa| < 人 证 明 :级 数 > ha, 也 收 人 
证 记 9,= 王 al 十 ar 十 … 十 av 7 一 ha 十 1as 十 … 十 必 aoy 当 
mn 时 ,有 
Ta, =Anan 二 At1Qnt1 
一 ACOm 一 Sm 1) 十 十 Nr1C5n+1 一 仿 ,) 
一 Am 一 hd On CA 1 一 A ) 十 
十 na+l 一 和 az)， 


TT Ss AS + DA dS. 
现在 来 证 明 {T,} 是 柯 西数 列 . 
先 证 {S,} 和 人 (2} 有 界 .因为 > ,a, 收 伍 , 所 以 {S,) 有 界 , 即 对 一 


切 n,3 M > 0, 使 得 |S,| 二 M. 又 由 了》 4 一 Nw| 二 上 有 知 ,级 数 
i=1 


1% 一 hri| 收敛 (因为 级 数 单调 增加 且 有 上 界 ), 故 数 列 


{14 一 Xr1|} 是 柯 西数 列 . 因 此 ,Ye>>0,3 N > 0, 使 得 对 一 切 
mn 六 Nj,， 总 有 


挤 


E 
> A A | ~ aM 


i 二 nn 十 1 
m1 
A z .Me 
从 而 -lls < M=- 3 OD 


XX I 一 | 一 [0 一 入 -十 (0 一人) 十 … 十 (一 入) 
n— 1 


= 
:二 1 


即 对 一 切 2 ,有 | <& 十 | 王 工 . 
。]3。 


由 2) 12 一 2+i| 人 517 还 可 得 到 


:nd- 1 


I | 


m— 1 
< > 人 一 2 < a 


i=n 十 1 


由 于 (9,) 是 柯 西 数列 , 故 Ve 沁 0,3 人 入; 之 0, 使 得 对 一 切 x 旋 


n> 和 NN;, 总 有 1S， 5:1 < .于 是 ,对 一 切 和 2 盖 > N = 
max{N1,N,},， 总 有 
(Ad, 本 Ai9 | 一 14， CO, S, ) 十 (CA, 加 41)9，| 


<< 王 十 二 一气. 3) 


将 式 中 、 式 书 代 入 1T, 一 7T,| 式 ,得 |T, 一 T, | 过 e. 


故 {T,) 是 柯 西数 列 , 于 是 知 > Nha, 收敛 . 
由 本 例 命题 立即 可 以 得 到 阿 贝 尔 (Abel) 判别 法 : 


车 级 数 > )x 收敛 ,数列 人 入 ) 单调 有 界 , 则 级 数 a, 收 全 


例 11 若 级 数 2 a 的 部 分 和 数列 {5,) 有 界 . 即 3 M 汪 > 0, 合 


得 对 一 切 1S, | < MM. 在 数列 {4,} 满足 |S,, — 5, | < EE/(3L) (CV E> 
0, 刁 AN > 0, 当 711 7 时 ,而 [| < 1) 县 A 一 0 时 ,证 明 


has 收敛 . 
证 同 例 10 可 证 得 
1 一 了 | 委 |S — hrS,l| + 5 和 一 AS 二 二 


1 二 7 十 1 


及 3 |S] 之 三 (3) 


又 由 题 设 心 一 0 知 习 六 盖 0, 当 加 之 2 > 和 N 时 ,和 1] 均 小 
于 ee/(3M), 从 而 
ss | 4 ， 


1A 一 4190,1 势 [1 S| + [rl lS,! < 2e/3. 4) 
将 式 命 、 式 @@ 代 入 7, 一 7 | 式 , 得 1T, 一 T,| < 之 e. 
故 {T,} 是 柯 西 数列 ,于 是 知 > ja 收敛 . 
由 本 例 命 题 立 即 可 得 狄 利克 雷 CDirichlet) 判别 法 : 


车 级 数 》a, 的 部 分 和 数列 有 界 ,数列 {} 单调 且 入 ~>0, 则 级 


数 》) Aas 收敛 . 
例 12 试用 狄 利克 雷 判 别 法 确定 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
i 1_ ll 1,,., 
(1) ls Ta (1) 三 十 


Dr 


(2) {4,} 单调 有 日 4, 一 0， > jsinng， > Acosnd (0 3 9k7). 
解 ” (1) 因为 级 数 >》, (一 1)”! 的 部 分 和 {S,) 有 界 , 取 入 = 
lj/n, 则 {2} 单调 且 人 一 0. 由 狄 利 克 雷 判别 法 知 级 数 收 敛 . 
(2) (4,}) 单 调 且 A, 一 0, 又 有 


on 一 Sinl + sin20 十 … 十 sinnl = | sin - 机 Lgsin 0] |sin 5 


7,= coOs0 十 cos20 + 二 cosng 


. 1 
一 sin 7 十 ¥)o]/ 
均 有 界 . 依 犹 利克 雷 判 别 法 ,两 级 数 均 收 人 钱 . 
例 13 设 a, 0 证明: 级 数 


| 


ea 


1 
2 


. 8 
2S1n 本 


- ; 
收 伐 . 
证 用 收敛 的 定义 证 明 . 因为 


a 


(1 二 41) (la) (la,) 
全 15 . 


1 
(LTTai)(1 二 as (ITa li) 十 a0) 二 a0) 十 4) 
1 4a, 
>, = 2 (1 十 CCL 十 cr 人] 十 0) 

] 

加 (1 十 ai)t1 十 | 二 a) 
又 之 0, 故 15,) 单 调 减 少 且 有 下 界 , 故 收 钙 , 从 而 级 数 收 化. 
例 14 求 下 列 级 数 的 和 : 


oo ] 1 
DI Drs 


所 以 


(3) 2 Lr /0 — zx )],0<zr<1; 


2 
(4) Darctan 31 ; 和 Sarctan An: 二 人 二 了 


解 示例 的 解法 称 大连 镇 消去 这 即 ,将 通 项 分 解 , 利 用 前 后 


项 连锁 相 消 的 方法 求 出 部 分 和 5,, 再 取 一 oo 时 5, 的 极限 , 求 级 
数 的 和 . 


vy 1 
(3 一 2 th RT 
-| 1 ] 

2 了 | 死 二 TI 一 殉 干 ] 


一 1 
= 到 1 一 | 一 一 1 
2 2n 二 1 2° 
— 1 1 
4 2 
故 级 数 2 zz 一 了 的 和 是 
| ] ] 
(2) 3 = > | 7 一 一 一 
2 了 | TR | 


=- 到 2 一 2 1 
2L1。?2 (2 十 1)0n 二 2) 4 


mS 1 1 
放 级 数 2 nn 十 1 十 55 的 和 是 闻 . 


。 0， 


(3) S = Y\[z*/(1— x )) 


下 一 站 


S/O x) 一 1 一 ze 
4 二 0 


/x ) 


1—z 1—x 
故 级 数 > [7* /1 x? 


n+l 


(4) 由 公式 arctan 下 过 一 arctanz 一 arctany 对 


1 ] 
atfctan 一 一 一 arctan -一 一 一 arctan 


] 
2k? 2& 一 1 2& 十 1 


加 1 
arclan fpr — AR TF1 ag — 1/2) 

1 1 
— arctan 一 一 一 一 一 arctan 


2(k— 1/2)—1 2(&R 一 1/2) 十 1 
得 S$, = >， 
k= 1 


一 arctanl 一 arctan 


arctan -一 arctan 法定 | 
2& 一 ] 2 十 1] 
NY oo i 


1 "7 A 
2n 二 1 4 


~ 1 
一 > | arctan 2(k— 1/2)—1 arctan p72 7 | 


in OO 


arctan rctan 二 
2。 2(n—1/2) 二 1 2 


NS 1 
故 级 数 Dyarctan ; 的 和 是 一 1 ' 级 数 2yarctan 1 一 全 于 的 和 


—arctan 


是 arctan 工 . 


2 

例 15 计算 级 数 > .CVn 一 2 Vn 十 1 十 Vn 十 2) 的 和 . 
解 ” 仍 用 连锁 消去 法 . 

SS 一 (1 一 2vV2 十 vV3) 二 (V2 一 2YV3 十 vv4) 


十 (V3 一 2V4 十 V5) 十 … 十 (va 一 1 一 2 wm 
e。 |] 7 ， 


十 Vn 二 1) 二 (Vn 一 2 Vn 十 1 十 Vn 二 2) 
1 一 V2— Vn 二 1 二 vn 二 2 


| 


1 11 -— OD 
= ] 一 V2 二 一 一 一 一 一 一 一 一 >1 一 V2， 
Vn 十 1] 十 Yn 二 2 


故 级 数 > ,(Yn 一 2 Vn 十 1 十 Vn 十 2) 的 和 是 1 一 V2. 
例 16 计算 下 列 级 数 的 和 : 


1 3 5 2717 一 1] 
(1) Fp 十 D7 十 ; 
名 ]] 14 37 十 5 
(2) 3 Ta Tat a 十 ， 


解 ”可 用 组 合法 计算 , 即 利 用 ,与 we, 的 组 合 ( 适 当选 取 & 到 
0), 求 出 5S,, 再 求 出 5. 


二 3 2 , 2n—3 ,2n— 1 
(1 ) S, = 2 十 92 十 D3 十 十 Dn tT ， 
1 十 3 十 二 十 纪 一 1 
2S, 一 1 十 广 十 区 十 入 十 二 ci 
于 是 S, 一 2S, 一 S 一 1 十 1 十 广 十 仿 十 让 一 全 


加 1 1 2 
=1+ | aA) /| 2 = 3 ， 


所 以 原 级 数 的 和 是 3. 


(2) 3 一 和 十 最 十 站 十 和 十 证 十 加 本 2， 
寺 S, 一 训 十 对 十 加 十 十 于 于 
$5, 一 入 十 引 训 十 吝 十 “十 一 车 
- 


所 以 原 级 数 的 和 是 二 
类 似 地 ,利用 5S, 二 25, 一 5S,, 可 求 出 2 六 的 和 是 2; 利 用 (1 一 


e 7)S 可 求 出 > re 的 和 是 e-*/(1 一 e 2 
例 17 计算 : 
9cosa 十 gcos2a 十 … 十 grcosnma 十 … (lg| 二 1). 
解 建立 关于 9, 的 方程 式 , 解 出 9,, 再 求 $, 的 极限 . 因为 


Sd, = > gq'coska, 
£ 二 1 


ri 
2qcosas, = > 2g’ ticosacoska 


炎 一 ] 


一 qtifcos(k 十 1)a 二 cos(R 一 1)o]， 


hl 

BE 2gcosaS,=[g"!'cos (nt1)atS,— ogcosa] 
十 Lo 十 0g29 一 gcosna ]， 

gq”' cosna—g”ticos (十 1)a 十 gcosa 一 9? 


1T 十 9 一 20cosa 


2 


J 二 


me 
过 


co gcosa—g 
1 十 9 和 一 2gcosa 


， 一 ， 9COSa& 一 人 8 
故 级 数 29 cosna 的 和 是 了 一 cose 


，_ ny ,) gsina 
类 似 可 得 ,级 数 2q'sinna 的 和 是 了 二 一 ocosa 
本 例 可 由 复 变 晒 数 中 的 欧 拉 (Euler) 公式 e" 二 cosa 十 ising 得 


> ,9g"(coszaa 十 isinna) 二 >\(qe)” (等 比 级 数 ) 


月 二 ] 
gcosa 一 9g 十 1gsina 
1 十 9 一 29cosa 
比较 等 式 两 边 的 实 部 与 虚 部 即 得 两 级 数 的 和 . 


。]9. 


例 18 证明; (1) 》 (1 二 一 ln2 


Hl 


及 二] 


< 1 _1 
(2) 2 Fr 十 7 一 广 


证 由 上 册 第 一 章 知 


误 十 … 十 元 一 lz| 一 CC 称 为 欧 拉 数 )， 


1 十 了 十 十 十 | meEZ 
2 17? 


lim| 1 十 元 十 


放 有 1 十 广 十 十 … 十 二 二 Inn 十 Ca (a 一 (0). 


当 7 一 2 时 ,有 

Sm 一 1 一方 十 二 一 … 一 王 - 
一 | 1 十 读 十 寺 十 二 一 | 于 二 于 + 十 二 
一 | 1 十 言 十 言 十 十 天] 一 | 1+ 二 二 + 总 | 


=ln2m 十 C 二 a 一 lnm—C—a, 


一 ln2 十 (ao —a.)— >ln2, 


当 nn 二 2m 十 1 时 ,有 


} 1 OD 
Dentl Dont FT >]n2. 
所 以 > (一 1 一 一 ln2 
开 一 ] 
_w l/l 1 
(2) S$, = > 元 | 二 : 
1 


-+ r+ 


7 


人 1 1 本 血 恒 l 
1 二 元 
当 n 二 m 时 ,有 


l 


in 


1 _ 1 .1 
m1 mi 7 


一 二 [1 了 工 卫 .了 虐 
s, | 


*。 LO。 


1 l l ] 
mm Nil mio TT 
1 lll ,1 .1 
一 庆 | 1 十 于 十 十 页 | 7I3 7 二 IT 十 让 2 | 
” | 1 上 十 二 
77? \ » 272 


例 19 已 知 》( 一 1)"ia, 一 2，》)awm-i 二 5, 求 2》ja, 的 和 . 


oO oo OD 
解 因 为 > ,ct 一 Yaz 十 > ,az il， 而 
二 1 = 1] n= 1] 
> 《一 1)” a, 一 Ul Uy 十 Us 和 a 十 机 十 CC2n 一 1 (2 十 机 
n=:-1 
Ds 一 0 十 Ca 十 十 Go-l 十 和 
n=1] 
Ca Lm 
故 > 《一 1)” a, ao 一 一 (a, 十 人 4 十 加 十 on 十 *»0 ) 
站 一 ] 二】 


= 一 》am =2 一 5 二 一 3， 
5 一 了 


所 以 > 一 3 十 5 一 8. 
例 20 由 级 数 的 性 质 确 定 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
(1) >》 了 十 | (2) > ,2"sin pA 
"1 < 1 
(3) > 二， (4) Dln|1+ |) 


解 (1) 因为 lima, = lim wlt + 去 | 一 记 关 0, 不 满足 
收敛 的 必要 条 件 ,所 以 级 数 发 散 

(2) 因为 lima, = limsin E| 下 .xx 一 交 关 0, 不 满足 收敛 的 必 
要 条 件 ,所 以 级 数 发 散 . 

(3) 依 拉 格 朗 日 (Lagrange) 中 值 定理 ,有 


e 7]。 


BE 


lIn(n 十 1) 一 jinn 
N 1 MN-— oo 
2 一 之 InCN 十 卫 ) co， 
n=1 


= <0<0<1. 


所 以 > 二 发散 


(4) 因为 ln 1 十 二 一 ln 二 1) 一 Inn, 所 以 
一 J]n(] 十 nn) 一 一 一 十 co， 
故 级 数 > ln| 1 十 二 | 发 艇 


例 21 用 柯 西 审 伍 原理 证 明 下 列 级 数 的 伍 散 性 : 


(1) 


NsEk 
| 


| 


Si 人 SID2 sinnx 
二 硬 面 者 十 - 一 一 一 ; 


(3 ) pA Wd 


3 | 


“ 惠 曙 


(4) 


COSNX CO— CoOs(n 十 Dx 
n 


dl ONE 


(5) 


l l ] ] 1 
(2) 1 二 3 全 十 三 FT ; 


证 利用 柯 西 审 化 原理 解 题 有 时 要 注意 p 的 取 法 和 NN 的 取 


法 , 取 法 正确 可 使 证 明 过 程 简单 . 
(1) 因为 Y n，,PEN, 有 


1 

rt at" Ty 
1 1 1 

< trat” ‘Trpil rs) 

1 1 1 


n np Tn 
只 需 取 和 N= 局 | 则 当 n>N 时 , 即 有 


1 1 1 
Dee re Ta ~ 


IO 


所 以 级 数 > ) 三 收敛 ， 
(2) 由 级 数 正 负 项 的 规律 性 , 取 p 二 3n, 则 


or 1 十 3 一 3 二 于 
> ott 
> 


所 以 , 原 级 数 当 一 EN, 一 3n ,使 得 195,， 一 5S,|>>e 故 
级 数 发 散 . 
(3) VY nxEN, 取 六 一 2 ,使 得 V ,过 十 , 则 


2 

Sp 一 S| 一 二 十 > 二 5 十 … 十 过 

> 立 十 玄 十 十 让 二 1， 起 一方 之 eo 
所 以 ,级 数 >' 十 发 散 
CD Y PEN, 有 
[Sts — 5, 
2 1 )z J 二 2 1) 工 2 
< 十 有 十 二 
-到 [1 一 去 )/ 1 一 二 < 地 ， 


故 Y 之 0, 只 需 取 入 一 Llogz (]/e)] 二 1, 则 当 2>> 和 时 ,V pEN, 都 
有 上 式 成 立 , 即 知 级 数 收敛 . 
(5) Vv e 僵 0: 刁 N, 当 n>>N 时 ,VY PEN, 有 
3. 


SS | 一 cos(n 十 1)xz cos( 十 户 十 ])7 
"TP ” n 十 1 7 十 和 
cosS( 十 2)Z cos(a 士 3)Z 
(Ca 十 1) 人 0 十 2) (人 十 2)(02 十 3) 


cos (72 十 px 
(nn 二 pC— 1)(n 二 2p) 


1 1 ] 1 
SI artp! mi to) | ro) nr) 


i 2 2 OO 0 
(n+p—1)(nt+p) 7 十 1 


所 以 ,级 数 3 cosnz 一 cos(C2 十 DZ 做 

二 \ 正 项 级 数 的 钱 散 性 问题 

正 项 级 数 的 显著 特点 是 其 部 分 和 数列 {S,} 单 调 增加 . 因此 ,如 
果 能 确定 {S.} 有 上 界 , 级 数 的 敛 散 性 就 确定 了 . 判别 正 项 级 数 敛 散 
性 的 方法 很 多 ,读者 只 有 牢记 各 个 方法 的 条 件 与 结论 ,才能 运用 自 
如 . 遇 到 化 散 性 不 能 确定 的 情形 ,应 另 更 良法 . 

例 22 证明 ;车 w 之 0,w 之 wy1, 则 级 数 3 iw 收 化 的 充分 必 


= ] 


十 … 十 


要 条 件 是 级 数 》\2tux 收敛 


证 记 S, 二 2wTi 一 22uw, 则 Vn, 总 有 kEN, 使 得 
i=1 j= 
2 1 < 之 n 雪 24, 所 以 
SS, 二 下 十 避 十 下 十 避 六 吉 十 十 十 pt 
二 (tw) Ct 十) 
十 (zzt- 十 很 十 za) 十 (zz 十 十 za) 
人 十 24z 十 4tw4 十 下 十 2 二 全， 
而 YkEN, 必 及, 使 得 2 过 n 过 2 和 ,所 以 
5S, 之 届 i 十 Wz 十 十 st 
二 二 十 (3 十 wa) 十 《us 十 十 wg) 十，… 
. 2 4 . 


十 (Ko 十 十 2 ) 
之 机 十 zt 十 284 十 4zg 十 多 十 2 pt 
> 地 Ga 十 2s 十 2 十 十 Zi) 二 三 Th 
于 是 ,由 5S, 二 TT4 夺 25, 表明 两 级 数 的 敛 散 性 相同 . 
例 23 用 比较 原则 确定 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


(1) 2 2'sin 3 (2) 3 (p 级 数 ); 
(3) > rep (4) > yt 


(5) Sinn/CV 2" ); (6) 2|1 一 COS | 


(7) 》 Va/n (Da 收 合 , 且 a 之 0)， 
nm] n=1 


解 ”、 利 用 比较 原则 的 关键 是 选择 一 个 已 知 敛 散 性 的 级 数 进行 
比较 ,常用 作 比 较 对 象 的 是 等 比 级 数 与 p 级 数 ( 见 本 例题 (2)). 


GD Z'sin 名 之 2 半 一 | 扫 ] < 而 六 | 全 | "x 是 收 全 级 数 ,所 
n= ] 
以 > 2"sin 吉 也 收 伍 
(2) 当 p 之 1 时 ,三 宇 0, 世 > 沁 一 上 .因为 
2 nt 1) 


Vl vw 1 _ 1/, 1)_ 1 
2 C2)? 2 C227)" 起 pa enet 
所 以 依 例 21, 级 数 当 p> 1 时 收 化. 
1 1 "1 ,. , 
当 思 全 1 时 ,吉之 元 ' 因 为 2 去 发散 ,所 以 p 级 数 当 p< 过 1 


时 发 散 . 
也 可 以 用 加 括号 的 方法 来 证 : 


二 [二 二 十 直 | 十 


1 
1 十 | 雍 十 如 


0 » 


<1 十 | 玄 十 引 十 | 区 十 王 十 站 | 
1 2 
=1+F71+ | + 


是 公 比 为 1/2"!<1 的 等 比 级 数 , 当 p 之 1 时 级 数 收敛 
还 可 用 积分 判别 法 证 明 : 令 /(x)== 坪 ， 


(3) 当 p>1 时 ,sp 7 >0, 且 
1 


1 
nllnn)es > (n 二 1)[ dn 二 1) 


因为 人 2 TT 一 -和 Tam 收 伊 ， , 依 例 21 结 论 , 级 数 收 敛 ; 


当世 1 时 级 数 发 散 . 
(4) 当 n 充分 大 时 ,有 


1 __ 1 < 


(lnn)'™ in lntlm) e2inz 7 ? 


而 >' 点 收 全 改 》) Tm 收 全 


n== 1 


(5) 因为 limlnn/y Vn 一 limlnz/ VX 一 0, 所 以 当 久 1 充分 大 


ln 


|nn 一 二 
时 ,0<lnn/ Vn <1, 了 0 < 一 = 六 而 去 是 收 人 级 数 


~ 
放 Snn/(2 vn ) 也 收敛 
n=1 
(6) 因为 
os To on Tl 
1 一 cos 2Sin on on| = 3° 


Ce 


而 > 点 收敛 ， 所 以 2 | 1 一 cos 于 | 收 倒 


e 20 。 


1 1 
和 3 


Vi _ il 


~ 十 |< 十 二 , 而 


收敛 ， 从 而 > V as /n 


> < 收 伊 , > ) 二 收敛 ， 所 以 [a 二 点 


收 伍 
例 24 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


(1) > [i 1 十 元 | 


(2) > 2 - ,ZX, 是 方程 x == tanz 的 正 根 ( 按 递增 顺序 排列 ). 


解 CD) 直接 找 可 比 级 数 很 困难 ,利用 ln(1l 十 zx) 在 x 二 0( 当 nn 
阅 oco 时 ,1/n 习 0) 处 的 二 阶 泰勒 (Taylor) 公 式 , 得 


一 丰 + 划 ]- 志 + 


1 
1 十 区 |= 郊 一 [ 却 一 弯 十 。 号 
与 三 是 同 阶 无 穷 小 (xn ~ co) ,而 二 收 


二 ln 
nn n n n” 


所 以 ,一 ni 二 尘 
ni i 


敛 ,从 而 级 数 > 二 一 in 


十 元 | 也 收 钱 


n Tt 
了 十 (nn lx, nn 


> 二 (nD) = 


l l 1 
ri m1/ ~ ,n= 1],2,'" 


(2) 因为 x, EE ,10 一 1 2 所 以 


2 


i， 


而 > 点 收敛 , 故 级 数 了 二 也 收 全 
例 25 用 比 式 判别 法 或 根 式 判别 法 确定 下 列 级 数 的 敛 散 性 ， 


"x — (nt!)? 
D>; (2) 2 Con 


a 


3) 2 TFITA Ta > 


* IT 。 


(4) > (V2 — YI ~ VINVD "WY 2); 
n=1 


(5) 2 人 (6) 之， 人 人 (a > 0). 

解 ” 比 式 判 别 法 是 最 易 使 用 的 方法 ,而 根 式 判 别 法 一 般 在 通 
项 中 令 因 式 的 n 次 方 时 才 使 用 .它们 的 缺点 是 , 当 极 限 为 1 时 无 法 
确定 敛 散 性 ,需要 另辟蹊径 . 


(1) 用 比 式 判别 法 . 因为 


mn 十 1 | 


可 人 mT min 
所 以 ， 级 数 ) 二 -(z > 0) 收敛 . 

(2) 用 比 式 判 别 法 . 因为 
Lr 
所 以 级 数 > Sa 收 全 


(3) 用 比 式 判别 法 . 因为 a = 0 时, 》yu, 显然 收敛 . 当 w 委 0 
时 ,有 


* [2 十 
lim — = lim 


mec 1 lim 本 二 172， 2 一 二， 


me 0<-a< 1l， 
0， 4 > 1]. 
所 以 , 当 a 之 0 时 , 原 级 数 均 收 化. 


(4) 用 比 式 判别 法 . 因为 
lim 2 = lim( V2 一 "YY2)= V2—1<1, 


nr oS 


所 以 , 原 级 数 收 人 钱 . 
(5) 用 根 式 判别 法 . 因为 
. 28 1 


所 以 , 原 级 数 收敛 . 
(6) 用 比 式 判 别 法 . 因为 


al | Ga 十 1)1a | 
a = lim| Gn 二 1) | n” 


=lima 1 二 元 | =2. 
n 


天 一 和 心心 C 


所 以 , 当 a<e 时 ,级 数 收 钱 ; 当 a>>e 时 ,级 数 发 散 . 
当 a 二 e 时 , 依 斯 特 林 (Stirling) 公 式 ( 见 上 册 );n!l ~ 2rn 。 


和 |， 故 ~ V2NAn 一 co ,所 以 级 数 发 散 . 


Ct 


| ! 已“ 
天 


例 26 ”证明 :; >)a 是正 项 级 数 , 若 lim 2 一 0, 则 lim V a, = 
办 二 】 J " J 


/. 反之 不 成 立 . 
证 求证 根 式 判别 法 的 运用 范围 比比 式 判 别 法 更 广泛 . 
设 / 汪 0,Y se>0 (ce<1) ,NEN, 使 得 当 x >N 时 ,有 


0<l—e<TH /te, 
则 ectcte, [epee oe 
UN+1 CN 十 2? Un—] 
将 以 上 不 等 式 对 应 项 相 乘 ,得 
4 一 9 ”区 一 一 十 


四 CN 1l UN+!1 
(/ €) (二 6 ENTI < av < (+e)" (! 十 eM 


| QN+!1 " " dN+] 
(/ i 


/ 一 上 < lim /a, S14 elim Va =L. 


。29 。 


当 /一 0 或 /一 十 co 时 ,类 似 可 证 limV a。 一/ 


反之 ,可 举例 说 明 . 如 级 数 > 2 一， 有 


lim CQ， lim = 之 1 


所 以 级 数 收敛 .但 是 , 知 依 比 式 判别 法 ,有 


dt ?CC—1)” n 十 1 -i 
soo 一 2T2 二 (二 ]7 ] 11/6, nn 为 偶数 ， 
+1! 不 见 , 此 时 比 式 判 别 法 失效 ， 


例 27 讨论 下 列 级 数 的 伍 散 性 : 
wp Ea wf vr) 
人 


解 (1) 因为 a， -| 一 -zdzx ,有 


o<a<| 人 
， 


而 级 数 与 > -区 是 p 级 数 ,pp >> 1 ,级 数 收敛 , 故 原 级 数 收敛 


(2) 因为 0< <1 几 az 一 去 而 六 二 收敛 ,所 以 原 级 数 


收 钱 . 
一 | 2 2 习 于 | 
(3) 因为 4 一] 一 dr 一 DT 
lim 一 一 -lm 2 -， 
Non 1 3 nD 二 +2) 二 3) 
所 以 原 级 数 收敛 ， 


5 站 


大 一 】 


。30 。 


] 1 
=- Di E35| 一 > [E43 有 十 3 
1 


故 级 数 的 和 是 1/6. 
例 28 证 明 导 数 判别 法 : 设 f(1/n) 二 a, 之 0,J 了 (0 十 0) 二 0， 
户 (z) 在 zx= 一 0 的 右 邻 域 存 在 . 
xf’ (zr) 


若 了 9>>0, 当 0 挟 工 所 9 时 ,有 一 Ca 宇 G 之 1, 则 级 数 


Sf( I/n) = De 收敛 ， 车 邓 C < 1, 则 级 数 了 )/(1/n) 一 


其 极限 形式 是 ; 设 f{1/n) 二 a, 之 0,f(x 十 0) 一 0. 乔 


lim 全 一 G, 则 当 G 之 1 时 ,级 数 忆 a, 收 化 ; 当 G 过 1 时 , 纪 


证 因为 Da 与 > co (c 关 0) 敛 散 性 相同 , 且 改 变 有 限 项 


天 一】 


不 影响 级 数 的 敛 散 性 ， 故 不 妨 设 a, = 二 1, 即 1(1) = 1. 于 是 
(1) 取 r: 使 得 G 之 rr 这 1, 作 辅助 昭 数 F(x)= 二 lnf (xz) 一 Inx” , 则 


F' (zr) = ee — 工 (0<r+<6). 


zf' (zx) / (7)、 7 \ 1 
因 为 Fr 之 之 G 之 rr, 即 Fz) 全 过 ,所 以 F (Zr) 盖 0. 从 而 下 (z) 在 


(0,1] 上 严格 单调 增加 .又 FO) 一 lnf(1) 一 ln1 一 0, 即 得 (rx) 二 


0, 所 以 f(z) <z=>a, 一 | 广 |< 六 :而 p 级 数 》 三 (r 之 了 D 收 
敛 , 从 而 级 数 y\a, 收 化. 


。 3]。 


(2) 车 < 则 克 富 < 二 , 作 辅 助 函 数 F(T)=1nf (rx) 


一 lnzy 有 


r(x) = -li<0 
从 而 F(Cz) 在 (0,1] 上 严格 单调 减少 ;,F(z) 二 FL) 一 0(00< 工 挟 
1), 即 f(z) > ,得 ww 一 川 元 | 二 元 由 于 >) 二 发 散 , 故 级 数 
/| 二 发 和 

由 导数 判别 法 可 得 正 项 级 数 收 敛 的 一 个 充 要 条 件 . 

股 咱 去 | 一“ > 0,7O) 存在 , 则 级 数 /| 二 ] 一 a 收 
敛 的 充 要 条 件 是 1 (0) == f'(0) = 0. 

例 29 用 导数 判别 法 判别 下 列 级 数 敛 散 性 : 

(1) > TE (pEZ+); (2) > | 一 cos 二 | 

解 (1) 人 OCT 


, 1 lnz)?* 十 RARzc i(— lnx)?-! 
f'(7x) 一 An) 


T(z) _ pb 一 0 


pe 


f(x) lnzx 

由 导数 判别 法 的 极限 形式 知 , 当 ao>>1 时, 原 级 数 收 敛 ; 当 a 过 1 时 ， 

原 级 数 发 散 ; 当 a=1 时 , 同 例 22 题 (3), 当 pp 这 1 时 收敛 , 当 p==1 
时 发 散 . 

(2) 令 f(z) 二 1] 一 cosz; 则 六 (zx) 二 sinx， 广 (xX) 二 cosx， 于 是 

(0) 一 太 (0) = 二 0, 1”(0) 存在 .由 正 项 级 数 的 导数 判别 法 知 , 级 数 


> | 1 一 COS 元 | 收 伍 
例 30 用 根 式 判别 法 确定 下 列 级 数 的 伍 散 性 : 
。37 。 


0O. 


— n " 一 7 
DD | 和 | (2) 2 可 一 ; 
bl 
(3) 2 元 ,其 中 lima 二 4a, a 关 b, 40 人 0 
. n ”1 7 1 ， 
y "ff | 4 
原 级 数 > | 元 革 收敛 . 
(2) 因为 1 一 lim k | i] 
,N33n—1 ”3 一 9 ! 
°° 2n— 1 
所 以 ,级 数 2 | 3 一 收敛 ， 
一] 于 l 


(3) 因为 limV C6/as)" = lim(6/a,) 一 6/a ,所 以 , 当 6<a 时 ， 
级 数 收 敛 ; 当 5>>a 时 ,级 数 发 散 ; 当 5=a 时 , 敛 散 性 不 能 确定 ， 

例 31 用 积分 判别 法 确定 下 列 级 数 的 伍 散 性 : 

愉 < 1 

(1) 2 Pp (2) 2 rg 

解 ” 能 用 积分 判别 法 判别 的 级 数 很 少 ,这 两 例 用 其 它 方法 已 
求解 过 ,在 此 再 作 判 别 ， 

GD 令 f(z)= 方 , 则 | dr = 


一 
本 


1 
Ts (#1). 


当 p>1 i = 二 7, 原 级 数 收 全 


当 p<1 时 ， lim 一 一 一 十 co, 原 级 数 发 散 ; 
当 p=1 时 , 原 级 数 即 油 和 级 数 ,发 散 
(2) 令 f(z) = Tm mz; 则 f'(zx)= 

当 x 之 2 时 , 广 (z) 委 0,/(z) 单 调 减 少 . 


(nz)z 十 加 (lnxz)2- 


ZLn 六 72 


+c dz 1 1_， 、 
X | rllnz)* 1 一 万 (Lnz) 2 当 p<1 时 ,级 数 和 是 


。33 。 


十 co, 原 级 数 发 散 ; 当 p>1 时 ,级 数 和 是 了 二] (in2)*, 原 级 数 收 
十 oo 


敛 ; 当 p= 二 1 时 ,级 数 和 是 lnlnzx| 二 吕 , 原 级 数 发 散 . 
例 32 用 拉 贝 判别 法 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 . 


< ~— Ann ， (2n 一 1)11 ， 
(1) 22 ; (2) > a 


e 71 nin 
(3) > tp (4) > CT (p,q9 > 0); 
ac 十 C 民 ) a(a+d) (a+2d) 


(5) HET thy 十 … (Cab,d>0). 
解 bt | ,再 讨论 极限 
一 和 mn 
(1) 7 —1)=n| 一 1 一 02 一 ]) 
下 十 工 2 


二 n[e™ m0+1w 一 1]( 等 价 无 穷 小 代 换 ) 
~n[ln2”，1n(l 二 1/n)| 


=n[1/n+o(1/n) jn2* -一 一 =ln22， 
故 当 1n2 之 1, 即 4 之 logze 时 ,级 数 收 敛 ; 当 4 二 logze 时 ,级 数 发 散 ，; 
当 4 二 logze 时 ,a 二 2 “二 1/n, 级 数 是 调和 级 数 . 
(2) | a, -1 一 | 1 | 一 全 0 一 1 
ntl 


(2n— 1)° (2n—1)? 
— 3/2>1. 
故 知 原 级 数 收敛 . 
0 1 | 工 工 1 
(3) "| n 二 +] 1 =n| | 1 二 1 | 


nn 十 记 
-1]/ tn[ Fata] 


! 


lim[ 1 .el Eee 一/ (利用 泰勒 公式 ) 


一 lim| 二 。 er (re ] /=p 一 证 
故 当 pp 一 1/2 这 1, 即 p 放 3/2 时 ,级 数 收敛 . 
0 i 工 9 _ | 一 
pi 1 一 lim | | 1+ 二 | [+ 二 | 1 | 
1: p dX | 
lim| (1 十 z) + 过 | 1]/z 
= pg， 


(4) limn 


fa 1 16+nd ,| _,. (b—a)” b—a 
(5) limn| 盖 1 =limn| 5 于 2 1 =lim at+tnd dad’ 


放 当 二 <>1 时 ,级 数 收 全 
在 用 拉 贝 判别 法 讨论 极限 时 ,应 特别 注意 利用 等 价 无 穷 小 代 


换 和 泰勒 公式 . 
例 33 证 明 弗 林 克 (Frink) 判别 法 ” 设 >》a, 为 正 项 级 数 , 极 
限 lim( as/a,-1)” 二 存在 ,证 明 ; 当 << 1/e 时 ,级 数 收 合 ; 当 上 >> 


l/e 时 ,级 数 发 散 . 


证 ” 记 = 二 ee “, 则 4==1nk. 若 二 1/e, 即 4 放 1, 于 是 存在 数 


及 一 ] 
ob, 加 ] 5 p, ” 加 1 Ek 
0 1 | >| 志 -| 和 E nn l 
pp 11” 1 NA°* (—3) 
TN 
oo n—] 用- 全 Hi 
当 N 充分 大 时 ,，VY 7 六 ,有 
bp, \” a, 1 a b, 
| 一 | 中 Un— 1 ~ 


依 比 式 判别 法 知 ，》y\a, 收敛. 
和 35 . 


夺 * 之 一 一 , 即 e >e! 引入 级 数 ， 


和 级 数 . 又 
| = 一) lim| C | ee le 一 一 民 
C， 1 n woo Cn] 
当 NN 充分 大 时 ,VY 盖 N, 有 
EE ~ | C, ， 妈 CE 人 
cn 一 1 Cn—l Ur- 1 | 


依 比 较 原则 知 ，》,a 发 散 . 


如 果 对 lim| 
> 


limaln — 一 一 -< 1， 则 级 数 发 散 . 
例 34 用 对 数 判别 法 确定 下 列 级 数 敛 散 性 : 


和 两 边 取 对 数 , 即 得 对 数 判别 法 ， 


— 1 
lnz , - -一 ~ 
(1) 2 (zx > 0); (2) 2 Lyra 
解 二 一 lnz[lnn 一 mn 十 1) 一 Inzln| 1 -| 
dn 1 1 
lmaln 二 一 一 limanlnz lIni 1 7 了 | 
= ]nrz limln ] 一 ml | 一 一 |nz， 


故 当 一 Inz 六 1, 即 zx<< le 时 ,级 数 收敛 ;否则 级 数 发 散 . 
(2) ln — =ln{[In (十 1)] tTD/(nnD)"™Y), 故 3] 吉 , 当 nn 庄 
n+1 


Nn 时 ,nln 一 <1 ;所 以 级 数 发 散 . 
n 二 1 


例 35 证 明 库 默 尔 (Kummer) 判别 法 设 Ya， 和 和 4 为 


n==! 


。 30. 


两 个 正 项 级 数 I 二 一直 -| 之 0, 则 Dw 收 全 ;车 
n>oo\ Unt+l bn+i 
lim| -2 。- 有 D6, 发 散 , 则 > 发 散 . 
noo\ Cnt i b, -|< 一 i 二 
证 ” 若 lim :二 一 二 |>0, 则 3 N,V n 之 N 有 一 
noo\ Cnt+!1 b, bt n 二 1 b&b 


0 一 之 kas+1. 则 对 p 之 q 二 NN, 有 
bi b, Oat 


一 】 
> 一 > De, 
到 Sa, a 
Eb 


于 是 ,级 数 ya, 的 部 分 和 


S, 一 ci 十 as 十 … 十 av 十 (CN+l 十 CN 十 … 十 a,) 


Qi 十 dy 十 十 aw + 二， 到 一 M Ccvyox 不 随 Fs 变化 )， 


S,} 单 调 增 加 且 有 上 界 ， 所 以 级 数 yo， 收敛. 


车 lim| -2 二 一 :|< 之 0, 则 3 N,VY n 之 N, 有 
no Unt+l b, b+ 1 
a» 上 1 1 l 
| p, DA b, On+1l 
了 > 


依 比较 判别 法 知 ,， 当 》,5, 发 散 时 >》 ,a 发 散 . 


由 库 默 尔 判 别 法 立即 可 得 拉 贝 判别 法 (只 需 取 6 = 1/n 即 可 


证 ). 
例 36 设 >,a, 为 正 项 级 数 ,证 明 : 


。37。 


—1 lnn>1, 则 级 数 收敛 ; 


—1 llnn<1, 则 级 数 发 散 . 


证 i 3》) 下, 该 级 数 发 散 ( 见 例 30 题 (2)), 则 


_ -一 ln7 一 (2 十 in 十 1)， 
尹 十 1 


因为 人 上 1)yinCa 二 1 一 十 1D)Ina 一 (十 1)inG 二 一 -1， 


所 以 
> 一 jn7 一 (十 In 十 1 一 一 1. 


E 
n 十 ] 


依 库 默 尔 判 别 法 即 得 上 述 命题 . 


nln nO— (nl1)lnn 


人 u 
一 一 —1| —1 linn = - 
Cn 十 1 Cn 十 1 


例 37 证 明 高 斯 (Gauss) 判别 法 : 若 > ,a 为 正 项 级 数 ,从 某 
项 开始 ,， 有 


se 


一 1 十 二 十 蕊 


Cnt+l 
其 中 |c| 过 MM 过 十 吕 , 4 二 1, o,4,MM 均 与 无关, 则 当 o] 时 ,级 
数 收敛 ; 当 ac 委 1 时 ,级 数 发 散 . 


一 一 1 十 元 十 茂 代入 例 35 式 中 ,得 
Uy 
Cn 十 1 " 1 ln 


十 co 盖 1，a>1， 
= lim| 各 -| 0 ， II 一 1， 
一 co 所 1，0 毛 1， 
所 以 , 当 ac>1 时 ,级 数 收 但 ; 当 co 委 1 时 ,级 数 发 散 . 
例 38 用 高 斯 判别 法 确定 下 列 级 数 敛 散 性 : 
。38 。 


lim Eb 


nin 7 
(1) D) eT (p>0,9~> 0); 


DLT DPT 


jz 1 7 


(2) 

解 高 斯 判别 法 往往 与 拉 册 判别 法 一 起 使 用 . 一般 ,用 来 判 
别 参 数 为 定 值 的 敛 散 性 时 ,还 要 借助 于 和 夺 勒 公式 ， 

(1) limn| 2 — 1 


| 和 DOU 十 1/n)? 1 
1 十 1 


= limn| 1 二 元 和 + 
p 
本 im| | lt 7 7 1 a 
d 


1/n 
+ limn| | 1 下 人 | 一 1|=p+a. 
故 当 pp 十 9 之 1 时 ,级 数 收 敛 ; 当 pp 十 9g 过 1 时 ,级 数 发 散 . 


当 p++a=1 时 ,有 


一 limn 


FE 导 所 


=1 十 二 十 
nH HA 
依 高 斯 判别 法 知 , 当 p 十 g 二 1 时 ,级 数 发 散 . 
|__i. n 十 ] 
n 十 1 1 =limn | 2 
1 2 十 1 十 17/2) 一 1 ，. 
一 4 方寸 1/n Flim 
二 g 十 1] 一 上 p. 
卜 当 q 十 1 一 p 之 1, 即 g 之 p 时 级 数 收 钱 , 当 gq 过 p 时 级 数 发 散 . 


(2) limn| 2 1 十 二 —1 | 
1 十] | 
pin 


。39 。 


> Pt pt. 


nl ne 
a，。 7 十 ] 
之 -一 1 十 去 
] 
=-|1+ 一 lp ol- | 1+ tol in| 
= 1 十 二 十 o| 广 
一 六 (4 1+ 


依 高 斯 判别 法 知 , 当 2 一 9 时 ,级 数 发 散 ， 


二 太一 般 项 级 数 


主要 内 容 


l. 各 项 和 从 号 正人 负 相 间 的 级 数 
1) 
(tw, > 0n = 1 ,2,.") 
称 为 交错 级 数 . 
2. 莱 布 尼 次 判别 法 寿 交 错 级 数 满足 以 下 条 件 : 
(1) 数列 tz) 单调 减 少 ， (2) limu,=0, 


则 交错 级 数 收敛 . 
知 交 错 级 数 满足 莱 布 尼 菊 条件 , 则 收敛 级 数 的 余 项 估计 式 为 
| 民 ,| 委 zs 


3. 奉 级 数 四 十 十 … 十 z 加 十 … 各 项 绝对 值 组 成 的 级 数 
lz 十 jz 十 … 十 [| 十 全 
收 伍 , 则 称 原 级 数 绝 对 收敛 . 
绝对 收 伍 的 级 数 一 定 收敛 . 
。40 。 


可 用 考察 正 项 级 数 的 各 种 判别 法 考察 绝对 值 级 数 的 敛 散 性 ， 
4. 绝 对 收敛 级 数 的 两 个 重要 性 质 


(1) 设 级 数 YYw 绝对 收 伍 , 其 和 为 S, 则 任意 重 排 各 项 后 所 得 
级 数 仍 绝对 收 伍 , 且 其 和 不 变 . 

(2) 柯 西 定理 ”车 级 数 ze = 4 和 yu = 有 都 绝对 收敛 ， 
则 两 级 数 的 每 “项 的 所 有 可 能 乘积 wo 按 任意 顺序 排列 所 得 的 级 
数 31w, 也 绝对 收 化 , 且 其 和 为 4 有 

5， 阿 贝尔 判别 法 

(1) 阿 贝 尔 变换 设 su 二 1,2,…,n) 为 两 组 实数 , 若 仿 

0 二 如 十 vz 十 十 vi 二 1 ,2,…*,n), 则 有 
Veyv, 一 《si — €2)0 十 (€2 — 6&3)0; 十 … 


十 《6-1 一 6)G ll 十 si0n， 
上 式 又 称 为 分 部 求 和 公式 . 
(2) 阿 忠 尔 引 理 看 see 为 单调 数组 , 且 对 任 一 自然 
数 &〈1 短 & 和 0) ,有 |o| 委 4 (oi 如 (1) 所 定义 ), 则 当 


Ee—=max{|e|) 
时 ,有 | Dlev, | < 3e4 
(3) 阿 贝 尔 判别 法 ”车 (a) 为 单调 有 界 数列 , 且 级 数 >》 b, 收 


钙 , 则 级 数 Djasb, 收 敏 . 
6， 狄 利克 雷 判别 法 ”车 数列 {4,) 单调 减少 , 且 lima, = 0, 又 
级 数 > ,5b, 的 部 分 和 数列 有 界 , 则 级 数 > ap, 收敛 . 


* 4]。 


疑难 解析 


1. 对 任意 项 级 数 > ju, ,怎样 判别 其 钙 散 性 ? 


答 “对 任意 项 级 数 > ju,, 若 其 绝对 收敛 , 则 一 定 收 敛 . 因此 


可 将 正 项 级 数 判 别 法 用 于 绝对 收敛 的 级 数 上 . 对 条 件 收 敛 级 数 , 需 
要 更 加 精细 的 判别 法 ,如 阿 幢 尔 判 别 法 、 犹 利克 雷 判 别 法 . 对 特殊 
情形 ,如 交错 级 数 , 菜 布 尼 茨 判别 法 是 狄 利 克 雷 判别 法 的 特殊 情 
形 . 

2. 绝对 收 和 敛 级 数 与 条 件 收 和 敛 级 数 有 什么 不 同 的 特性 ?表现 在 
哪些 方面 ? 

答 绝 对 收敛 级 数 与 条 件 收 敛 级 数 昌 然 都 是 收敛 级 数 ,但 它 
们 有 不 同 的 特性 ,主要 表现 在 运算 上 . 绝对 收敛 级 数 与 有 限 和 有 相 
同 的 运算 律 (结合 律 、 交 换 律 \ 分 配 律 ), 而 条 件 收敛 级 数 不 满 足 交 
换 律 . 


# > 绝对 收 伊 , 则 可 以 任意 交换 Du 各 项 的 位 置 而 不 改 
变 其 和 ， 若 >v 和 > 都 绝对 收敛 , 且 其 和 分 别 为 4, 有, 则 乘积 
Du 也 绝对 收敛 ,其 和 为 AB. 

对 级 数 > 的 子 级 数 (数列 {z} 的 子 数列 形成 的 级 数 ) ,绝对 


收敛 级 数 有 以 下 特性 :级 数 》z 绝 对 收敛 的 充 要 条 件 是 它 的 一 切 
子 级 数 都 收敛 . 
若 > ,im 的 一 切 子 级 数 都 收敛 , 可 令 


。* 12 * 


wt — | | 十 tn ) 一 一 | | 一 


2 和 nH 9 $ 
则 > wt 和 >) zx7 分 别 是 > yz 的 正 项 部 分 与 负 项 部 分 ,都 是 > 
的 子 级 数 , 由 所 设 知 2 和 Ds 都 收敛 . 而 |u,| = wt 十 uz , 故 


lu, | 收敛 ， 即 > 绝对 收 敛 . 反之 , 当 > 绝对 收敛 时 ,由 0 


USE 


ulwl,0Ru < 世故 dt 和 Du- 都 收敛 . 于 是 对 
nl n==1 


> ,zu 的 任 一 子 级 数 > zw ， 令 


0 ， nN, 
UVU, 二 


ny nN Nn,s 


则 >)v 二 wi; 且 0 声 呈 攻 ut ,0 过 vi 过 w7. 依 比较 判别 法 知 ， 
Dv 与 Dv 都 收敛 ,1v.| 二 vi 十 臣 , 故 》1v,| 收 全 ,从 而 
>》) lw | 收敛 ,得 >yx 收敛 . 

条 件 收敛 级 数 有 以 下 特性 : 车 2》)u 条 件 收敛 , 则 >》\wut 与 
ur 都 发 散 到 正 无 穷 大 . 

若 >》 ju 与 ui 有 一 个 收敛 ,不 妨 设 > ,x+ 收敛 , 因 x+ = 
[us| 十 to 

4 


, 即 jz 一 2xz 一 以 ,由 wt 与 >7a 收 伍 , 故 > ul 
n=] n= 二] H= 1 


收敛 , 即 > ,uw 绝对 收敛 . 从 而 引出 矛盾 , 故 > wt 和 》,wu; 都 发 散 . 


* 43. 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


对 于 任意 项 级 数 ,首先 是 区 别 其 是 否 为 交错 级 数 , 这 一 般 可 以 
由 zx, 的 形式 确定 , 车 > ,zw 为 交错 级 数 ,通常 可 以 用 莱 布 尼 蒋 判别 


法 确定 其 敛 散 性 . 若 > ,zw 为 一 般 的 任意 项 级 数 , 则 可 以 用 正 项 级 


数 的 判别 法 确定 >， |u | 的 敛 散 性 ,从 而 判别 > ,zx 是 否 绝 对 收敛 . 


而 条 件 收 敛 的 判别 则 比较 复杂 ,一 般 可 使 用 阿 贝 尔 判 别 法 、 犹 利克 
雷 判 别 法 . 

例 1 讨论 下 列 交错 级 数 的 敛 散 性 ,并 对 收敛 级 数 判 别 是 绝 
对 收敛 还 是 条 件 收敛 . 


1 1 1 
(1) ] 一 一 一 十 -一 一 一 -十 …| 
V2 V3 V4 
a 
(2) 2 1 
(3) Ds D1); 
n= 1 nn 二 1 
~ _ » nm ~ 2 十 ] 2” 
(5 ) 2 1)" 一 (6) 2 1)” 和 


解 ” 本 例 的 级 数 均 为 交错 级 数 . 
(1) [和 一 ( 一 1 7 一 ] /7 满足 a, | 之 [wt | ,limuw, 本 0, 上 所 


以 , 依 菜 布 尼 次 判别 法 知 , 级 数 收敛 ， 


又 D1w| = 了 1/m% 是 p 级 数 ,p 二 1, 所 以 3 |w,| 不 收 化， 
n= 1 n=1 一 


即 原 级 数 条 件 收 人 钱 . 
_ (nn 十 1)” 


n+ * 
2n 


(2) zi 


因为 


+ 44 4. 


e 
2 9 


|, | 


-lim 于 | 1 十 去 
7 nroo 2 n 


lim 


二 


而 》 > 发 散 , 故 >) |u,| 发 散 , 原 级 数 不 绝 对 收敛 


a Ct)" , 20nt1)"t? _ | 至 十 2n 十 1 
一 [2 本 on”"t!1 (n+ 2)"+! n’: 十 27 


lim lu 一 lm 村 | 1 十 十 | 十 一 0, 依 菜 布 尼 效 判别 法 , 原 级 数 收 
化 , 即 原 级 数 条 件 收敛 


n 十 ] 


1, 和 且 


n 


(3) to 一 (一 1)” 3 因 为 
睹 一】 
lim Lt -lim2 十 .3 一 工 一 1 
Hi— oO | 2 | NH— oo nn 3 


所 以 ， >) Iu,| 收敛 , 即 原 级 数 绝 对 收敛 . 
(4) 设 4; 二 1 一 1, 则 a, 之 0. 设 f(x) 二 zx, 则 
limf (7%) = lime*™ = 0 —1, 
所 以 , |u| 二 er 一 0. 又 由 (2) 一 Ces) 一 zl 二 jn 知 , 当 xz>e 
时 , 户 (z)<0. 故 当 z>e 时 ,f(z) 单 调 威 少 , 即 a, 之 a (n= 二 3,4， 
…) , 依 药 布 尼 英 判别 法 知 , 原 级 数 收敛 


1nr 1 一 jnz 


( 5) 令 jz) 一 一 ， 则 f(T)= <0 (Xe). 故 当 n 之 3 


时 ， ta 二 
收敛 . 


到 | 单调 碱 少 , 且 4. 一 0. 依 莱 布 尼 获 判别 法 知 , 原 级 数 


_ lnn 


又 当 n 之 3 时 ,a, 一 嵌 之 二 ,而 了》 二 发 散 . 故 原 级 数 不 绝 对 
收敛, 所 以 原 级 数 条 件 收敛 


2 


(6) 册 二 (一 1)"t12 ,而 
nl 


。45。 


ne 人 本 所 ee 2" 


， 1 2 ee 
lim Jw, = lim ni lim n(n oO— 1).]1 ， 
所 以 原 级 数 发 散 . 


例 2 讨论 下 列 交错 级 数 的 钱 散 性 ,并 对 收 钱 级 数 判别 是 绝 
对 收敛 还 是 条 件 收 化 . 


_ 1 二 _ 1 
(1) (一 1)” ”一 一 一 一 ; (2) (— 1)”™! ; 
2 ) /on 2 2. 一 lnn 
i C2n 一 1)1112 SR 
(3) 之 (一 了 ei 2 1 mn 
_ ] 
解 〈] ) wu 二 (一 1)” 一 一. 因为 
v2n— 1 
-于 一 / 杞 ~ 二 
nr V2 
所 以 , 原 级 数 不 绝 对 收敛 . 
. 1 l 1 
但 是 , lim 一 一 一 一 一 0, 一 一 一 一 之 一 一 一 一 , 所 以 依 莱 
"~ 2n— 1 v22 十] v21 一 1] 依 莱 布 
尼 次 判别 法 , 原 级 数 收 仿 , 即 条 件 收 敛 . 
一 _ 如 一 】 1 — 1 、 
(2) un = (— 1) 一 因为 了 一 Ti > 区 ,而 二 7 安 
散 , 所 以 ， 奈 级 数 不 纺 对 收 全 
] 机 
又 i 一 lim 芋 li 二 一 0, 圾 
1 1 ] /7 加 
lim |, lim nlnn lim 1] ~— lnn/n 


又 令 人 广 (zZ) 一 1 一 1[/z>0 (x 之 0), 知 nn 一 lnn 单 
调 增 加 ， 印 一 一 一 -一 单调 减少 .所 以 依 莱 布 尼 茨 判别 法 知 , 原 级 数 收 
做, 即 条 件 收 各 


(3) w=)" | ! | 


(2n)1! z 
当 p 达 0 时 , |u| 宇 1 玫 D 发 散 . 


ea。 4D。 


当 0 p22 时 , 今 nO— (—1)" a, , 由 


站 | <1 易 知 


2 


27 十 1 7? 加 
4,>| aT | A =—anri(n 1 ,2， ) ， 
1 
而 0 < < | — 0 (na 一 co). 


依 莱 布 尼 茨 判别 法 知 ，> ,zw 收敛 . 


lu,| 1122 十 217 
但 是 ,Ts [一 | 妇 二 了 | ，, 依 拉 贝 判别 法 ,有 
[in 7 | _ 1 -1lim [C2n 十 2)7/(22 十 1) 生 一】 
oo | zi noo 1/n 
ji 1+p/(2n+1)+o(ll/m -1 pp 
ne 1/n 2 


所 以 当 0 二 p 声 2 时 ，y》， x, | 发 散 , 即 原 级 数 条 件 收敛 


当 户 之 2 时， 2 lz 收 伍 , 即 原 级 数 绝对 收敛 . 


(4) 2 一 (一 工 入 FT 因 为 
1 1 
[2 | 一 2 rp D7 
而 Dp 收敛 ， 履 2 | | 收敛 , 即 原 级 数 绝对 收敛 . 


例 3 判别 下 列 级 数 是 否 收 伍 若 收 敛 , 是 绝对 收敛 还 是 条 件 


(1) >vsin(nax + 1/lnn); (2) Dsin(x vn? 十 02)， 
= n=1 

解 〈1) wu 二 (一 1)"sin(1/lnn), 当 nn 宇 2 时 ,有 

i < ps 一 logxe < log: (2 Y 2 ) 一 半 志 部 

故 0<sin(1/innz)<]1, 原 级 数 为 交 销 级 数 . 由 于 


0 一 


* 二 


| 2 "| sin(1/lnn) nn 


noo /Nn wee 1/lnn | Ina™ ~ 


而 > 二 发 散 , 所 以 |u| 发 数 , 原 级 数 不 绝 对 收 全 
“但 当 7 增 大 时 ;1/lnn 单调 减少 ,sin(1/lnn) 也 单调 减少 ,是 
lim sin(1/inn) 一 0, 故 依 菜 布 尼 茨 判别 法 知 , 原 级 数 条 件 收敛 ， 
(2) u, 一 sin(r Yn’ ca) = sin[nx + x waz 十 az 一 2r)] 
= (一 1)"sinx(Vn: a’:—n) 


2 
= (— 1)"sin “一 


VE 二 2 十 六 


故 原 级 数 是 交错 级 数 . 
但 是 ,lim 1 4 0, 2 > +l1il， 上 
limsin 一 一 0,|w| > | ws 所 以 依 药 布 
尼 次 判别 法 知 , 原 级 数 收敛 . 
例 4 判别 下 列 级 数 是 否 收敛 . 若 收 敛 , 是 绝对 收敛 还 是 条 件 
收敛 
(1) 2 (一 1)"sin 一 (a > 0); (2) 5 sin 3 ) fin 


(3) D1 (CVn 一 Vn ); 


(人 DD 


VE 二 
~ 2 
(5) 之 /sin 2 rr， a,p 为 常数 . 


解 (1) 当 充分 大 时 ,sin(a/n) >> 0, 且 单调 减少 并 趋向 于 
等 , 依 莱 布 尼 获 判别 法 知 , 原 级 数 收敛 . 


。 。 | 
x | limsin 一 
用 一 mo 天 


/2 一 1, 而 了》 对 发 散 , 故 原 级 数 不 绝 对 收 伍 ， 
即 原 级 数 条 件 收敛 


(2) 当 2 之 2 时 ,1/inn 之 0, 且 单 调 减 少 并 趋向 于 零 . 
。48 。 


VnE€N, 2 -7 的 部 分 和 的 绝对 值 


cos (37/24) ~ cosL(n 十 1/2)7/12] 


,| = 2sin (x /24) 


之 1]/sin(n/24). 
即 S, 有 界 , 依 犹 利 克 雷 判别 法 知 , 原 级 数 收 敛 . 
Sin LT fn | ~ sin’ (nx/12) _ 1 一 cos nn/6) 


lnn 21nn 


叉 


_ 1 cos(nnx/6) 
2lnn lnn 


| / calm 收敛 , 放 原 级 数 不 绝对 收 


cos -= ~ 


而 > 5 发 散 ， > 


n= 二 2 


伍 ， 即 原 级 数 条 件 收 化 
(3) 因为 Yn 十 1 一 vn 之 0 ,所 以 原 级 数 是 交错 级 数 .而 


1 
lim | | 一 im 一 一 一 一 一 一 0， 
re vv 
又 设 jz) 王 vvz 二 1 一 zy， 则 
1 ___ 1 vz- Vr+l, 
2 Vii 2Vx 2 wzz 二 证 
所 以 f(z) 单 调 减 少 , 原 级 数 收 化. 
1 
(4) &, = (— 1) 一 一 一 一 一 . 
Vi 下 十 
] 
wz 歼 十 工 


f' (x) = 


当 有 二 1 时 ,ju,| = 
数 绝 对 收敛 . 


当 0 < 二 1 时 ,| /3 lim- ”=1, 
时 ， lim lu, | lim 了 1 ,由 比较 审 


伍 法 的 极限 形式 知 , Y， ju,| 发 散 . 但 是 


_ 十 1 
1 ] limu 一 Jim 人 《一 1 _ 


> 人 $ TT 0， 
n” 二 1 (nn 十 1) 二 1 neo oo V12 十 1 
后 409 四 


< 二 ,而 了》 二 收敛 ,所 以 原 级 


依 莱 布 尼 茨 判别 法 知 , 原 级 数 收 伺 , 即 条 件 收 伍 . 


2 
(5) wu, =sin tet Pr sinCnnt (et B/n)«] 


=(—1)"sin(at+ B/n)a, 
当 cx 天 0, 士 1], 士 2,… 时 ,limz 天 0, 故 原 级 数 发 散 . 
当 wx 王 0, 土 1, 士 2,… 时 ,zx 一 (一 1) sin(CpBr/z). 若 8 一 0, 则 
原 级 数 绝 对 收 敏 ; 奋 B 关 0, 不 妨 设 8>0( 当 <0 时 ,二 
《一 1) sin(|BlIrx/n)) zi 一 1) sina/n) ~ (—1)"""(Br/n). 


Cn 


依 莱 布 尼 茨 判别 法 知 ，>,， (一 1)"+“(CBr/na) 条 件 收 敛 , 则 原 级 数 


S\w 一 > (一 1)"tesinCBr/n) 条 件 收 伍 ， 

例 $ 讨论 下 列 级 数 的 全 散人 性 ， 
(1) > Ta (2) 1+ 二 十 … 十 一 | Sm 
解 两 级 数 部 色 任 意 项 1 级 数 ， 


inn = C053/2) 一 cos 从 十 1/2) 一 
(1) Dsinn = DoIn C1 72 ,k= 2,.3,., 
改 SnD 


义 当 ?7 之 2 时 >0， lim 7 二 0, 故 依 犹 利克 雷 判 别 法 知 ， 
sinn 

> Inn 收 
及 f(r) 二 |sinzx | 十 lsin(z 十 1) ， xXE(- 一 00, 十 co0)， 


则 f(x) 是 (一 oo, 十 co) 上 的 正 值 连续 周期 函数 ,存在 c 汪 0, 使 得 
f(zX) 之 c. 于 是 


> |sinn |sinn| 
一 lnz 


[Hl + sin C2k + 1)| 
In2k InC2k 1) | 


| 
ln(2& 二 1) 


。 DO. 


> 


< 1 
“2 in(2k 十 1)” 


~ 1 、 i . 
而 之， ii 下 发 散 , 故 原 级 数 不 绝对 收 伍 , 即 原 级 数 条 件 收 
伍 . 
(2) 令 a 一 二 | 1 十 二 十 … 十 二 | ,4 二 sinn, 则 


| Yo Un 一 


,ll 
2 n 


| | + 


由 于 》) 上 发 散 于 正 无 穷 大 , 故 当 充分 大 时 ,anri 一 ws << 0， 即 
fa) 单调 减少 . 又 


》 一 C 十 Inn 十 6,C 为 欧 拉 数 ,e 一 0, 所 以 


二] 


(C1lnn 二 €,) 十 一 > 0 


ml 


(1 — oo0). 


由 题 (1) 知 Dsint 有 界 . 故 依 狄 利克 雷 判 别 法 知 , 原 级 数 收敛 . 


利用 与 题 (1) 类 似 方法 ,可 证 题 (2) 的 原 级 数 不 绝对 收敛 , 即 
原 级 数 条 件 收 伍 ， 
类 似 地 , 若 (a,} 单调 减少 , lima, = 0,z 关 2kr, 则 级 数 


一 一 
nn 二 1) 


Sa,cosnz 收 人 化 ， 并 可 由 此 证 上 明 ; 当 x 关 2&r 时 ， 


COSNnT 
一 一 收 全 . 


nn 


Ht 一] 


sin(n + 1/2)x 
事实 上 ， 行 工 夭 2， 则 元 十 Dcosk sinCr/2) 于 是 


Scosnz 的 部 分 和 数列 有 界 , 且 w 单调 减少 并 趋向 于 零 . 依 狄 利 
克 雷 判别 法 知 ，> ,ancosznz 收敛 ， 


。 口 ] 。 


而 a, 二 1 十 志 十 … 十 元 | 元 单调 减少 并 且 趋 向 于 零 . 故 


下 一 当 z 关 2pr 时 收敛 ， 


依 上 述 结果 知 , > | 1 十 于 十 … 十 二 
例 6 设 {a,) 是 实数 序列 ， 有 > 绝对 收敛 ， 证 明光 心 也 收 
敛 . 并 举例 说 明 Da 条 件 收敛 时 ， De: 可 能 发 散 . 
解 设 D a 绝对 收敛, 则 lim la,| = 0, 所 以 I] N € N, 使 得 


当 ? > 六 时 ,la 二 1, 则 la 之 ai, 依 比较 审 合法 知 ， > ai 收 化 . 


| 


如 D1 = 是 条 件 收敛 级 数 ， 而 DD = > i -是 调和 
级 数 ,是 发 散 的 
例 7 讨论 a( 实 数 ) 的 情况 ,使 得 级 数 1 一 训 十 亏 一 广 十 三 一 
] 
公 十 … 收 伍 ， 
解 ” 显 然 , 当 a 三 0 时 ,不 满足 zw 一 0, 所 以 级 数 发 散 ; 当 v>1 
时 ,有 
1 wl.l 
Sm 一 2 区 一 2 六 让 


式 中 第 一 项 趋向 于 十 ceo, 第 二 项 趋向 于 有 限 数 ,所 以 级 数 发 散 ; 当 
a 一 1] 时 ,> (一 1)” 一 条 件 收 和合. 


] ] __l 1 一 (2n)° ~ 了 
(2n)” (2n 十 1]) 《287 272 十 1 (2n)° 


而 > 7 cay 发 散 , 即 原 级 数 加 括号 后 发 散 . 故 原 级 数 发 散 . 


* Do. 


综 上 所 述 知 , 当 a 二 1 时 ,级 数 收 敛 ,其 它 情形 级 数 发 散 . 


例 8 证 明 ， > 二 一 jn2. 并 证 明 ; 者 将 级 数 


> 二 2 一 重 排 ， 先 有 pp 个 正 项 ,后 有 g 个 负 项 ,如 此 循环 , 则 新 


级 数 和 为 ,le 和 
证 ”因为 (一 1" 一 是 收敛 的 交错 级 数 , 设 其 部 分 和 为 
S,, 则 limS, 一 5. 不 妨 求 sx， 


一 一 六 一 1 十 方 十 读 十 …… 十 元 


1 1 1l1... 
52, = 1 2 十 3 TT an on 


l |! ] 
-2 了 本 十 Ty 


一 1 十 广 十 村 十 “十 总 一 | 1 二 于 十 村 十 …… 十 寺 
由 上 册 第 一 草 中 关于 欧 拉 数 的 定义 ,有 
52, 二 (jn2n 十 CC 十 ra) 一 (na 十 C 十) 
一 jn2 十 rz 一 六 
其 中 C 为 欧 拉 数 ,r,,,r, 均 趋向 于 零 , 于 是 


> (— 1)"™ 一 一 ma 一 ln2. 
又 设 依 要 求 重 排 后 后 的 新 级 数 部 分 和 为 5,, 则 Y&REN, 有 


Sp 


3 pl1l) \2 4 2 
十 ，…: + rt 二 
-| s+ 二 
一 | 1 十 襄 十 证 十 … 十 2 一 | 去 十 亏 下 [十 了 


* D3* 


ts 十 … pi 1 十 2 


| 
二 二 二 | 一 工 了 工 工 了 了。 二 -= 
| 1 十 去 十 言 十 …… 十 藉 | 一 去 | 1 十 去 十 言 十 …… 十 
=ln2pk+C+rin— 3 (npktC+r)— (ngkt+ C+ra) 
=ln2+3In ro 一 六 (rmtre) 3 
故 limSuw+w 一 ln2 十 方 jn 2 
Ud 
又 因为 lim( 一 1)"! 二 二 0, 所 以 
2 


. . l 
limS corgitm 一 limS ron 一 jn2 十 二 ln ， 


故 新 级 数 的 和 S=limS, 一 In2 十 六 


于 是 可 得 
1 1 1 1 1 3 
1 3 请 十 三 十 了 iT "= sln2, 
1 1,1 1 1 1 
1 一 到 一 二 十 可 一 让 一 到 二 全 到 2 


例 9 设 >w 为 任意 项 级 数 , 令 过 一 二 our 一 


[us| 一 


“, 则 >vxz 和 2jur 都 是 正 项 级 数 ,分 别称 为 >)u, 的 正 
部 和 负 部 . 证明; 


(1) 级 数 > 绝对 收 化 名 也 和 Dw 都 收敛 ， 有 Dw, 


n= 1 入 二 1 
oo 
十 _ 
> 1 S Ny; ? 
nn 二 1] 


天 一 


(2) 级 数 > ， 条 件 收敛 , 则 > ,xz+ 和 > uz 都 发 散 到 正 无 穷 大 . 


证 ”参看 本 节 疑 难 解 析 2. 
。654 。 


例 10 证 明 黎 曼 (Riemann) 定理 。” 设 级 数 》,u, 条 件 收敛 ， 


则 对 任 给 BC 有 限 实数 或 土 co) ,都 有 级 数 的 一 个 重 排 Yiu,' ,使 得 


B 一 Se 
证 (1) 设 B 为 有 限 实数 ,不 妨 设 B 守 0. 由 例 9 知 ,存在 
ut 一 十 oo，》 ui 一 一 co. 按 下 述 方法 对 原 级 数 重 排 ; 先 取 户 
PI 


个 正 项 ,使 得 妃 << >)ut 过 B 十 己 ,再 取 gi 个 负 项 ,使 B 十 wi 过 


n 二 ] 


ut 十 ur 过 B; 然后 又 取 ps 一 pi 个 正 项 ,再 取 一" 个 负 
n= 1 nn 二 1] 


项 ;…… 如 此 继续 下 去 ,得 到 如 下 的 重 排 : 
G 十 人 本 十 Cr 十 十) 十 入 
十 (apt 十 人 十) 十 (CH 十 和 十 o) 十 全 
十 (pi 二 证) 十 《ji 十 十 Wy) 十 恒 '， 
满足 B < 十 wp) 十 (i 十 十 Wy) 十 … 
十 (up _ ,ti 十 "十 up ) 
Bup 
和 Btu 十 ) 十 CT 十 十 wr 十 … 
十 (wp + 十 人 十 z) 十 (er + 十 十 oz ) 
< Bb. 
因为 Jim a 一 lim wn 一 0, 改 lim za 二 limuy 一 0. 从 而 重 排 后 


CY 


级 数 收敛 于 B, 此 级 数 去 括号 后 即 为 Dw, 即 zx 一 BB. 
(2) 说 B= 二 十 oo( 一 oo 可 类 似 证 明 ). 
先 取 > ,zt 的 前 m 项 , 使 得 


“55. 


~ 十 十 一 
1 


再 取 ms 这 mi ,使 得 
二 2 


更 一 般 地 , 取 Mm; 之 m4-_1，, 使 得 
nt 十 十 za 十 … 十 za 全 到 一 2 ul, 


其 中 & 一 2,3,…. 由 于 》,urt 是 发 散 的 , 故 上 述 重 排 是 可 行 的 ,所 


以 重 排 后 级 数 > jw,' 一 B. 


例 11 判断 下 列 命题 是 否 正确 ,如 正确 加 以 证 明 , 如 不 正确 
举 出 反例 . 


(1) 车 a 绝对 收敛 ， 则 > (ai 十 4 十 …a4,) 收敛， 
(2) 契 la,| 收敛 于 等 ， 则 {a ) 是 有 界 变 差 的 ， 
(3) 大 2|a | 二 ja, 则 i a,| 收敛 


解 (1) 正确 .因为 了 a。 绝对 收 仇 ， 所 有 
> la MM > 0), 
故 Ca 十 … 十 a)j 和 Ma |， 
从 而 Da 十 … 十 a,) 收敛， 
(2) 不 正确 . 车 {a,) 滑 足 》 ja 一 a1| 三 十 oo, 则 称 {4a,) 是 


有 界 变 差 的 . 例如 a, 一 〈 一 1)" 二 ,有 ao = 二 0， 但 (4,}) 不 是 
有 界 变 差 的 
(3) 正确 . 由 2|aorr| 志 14], 有 aoti| 壹 去 | 上 所 以 台 la 


。56 。 


收敛 . 
例 12 讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性 . 


(1) > Co (2) >， (一 11C2. 
n=] 7 一】 

， 7 (7 一 下) (7M 一 如 十 工 ) 

解 和 -一 nn 


(1) 当 mx 为 正 整 数 时 ,级 数 只 有 有 限 项 ,所 以 级 数 必 然 收 敛 . 
当 77za 不 是 正 整 数 时 ,有 


2 十] 于 十 1 


nm 十 1 


之 1， 从 而 | | 之 


(1) 在 天 委 一 1, 有 了 一 到 之 交 十 1 则 
1 一 ml>1 即 Jimlws | 二 0， 原 级 数 发 散 ， 


(1) 营 7 全 一 1， 在 x 之 加 时 ,一 1 之 + <0， 则 Dw 为 交 


并 一 】 


错 级 数 , |u,| 单调 减少 , 且 lim |w| = 0, 于 是 由 莱 布 尼 蒋 判别 法 知 ， 


事实 上 ,因为 


所 以 阁 记 a, 二 2 , 骨 0<<,<<1 ， 有 a, 一 00, 自 ]](1 十 a,) 收 


天 一 


敛 的 充 要 条 件 是 Sa, 收敛 ( 见 第 三 节 例 6), 有 
jim(l 十 ai)(C1 十 az)…(] 十 an) 一 十 co. 


_1—a 1 
但 是 1 二 4 一] 十 a < 了 二 &*， 于 是 
0 < 二 lim (1 -一 a1) (1 -一 ds) (1] 一 a,) 
<limo— . -0， 


lim 二 1 十 as， 1 十 C， 
e 7 


| 
。 Wmt2 | m3 | | 
即 lim ”| 一 和 
NN oo bn 1 Wnt 2 | Hntn 


(2) 当 mm 是 正 整 数 时 , 原 级 数 收 人 钱 ， 
当 ym 不 是 正 整 数 , 而 充分 大 时 ,有 


| _ A ~> 0 
一 全 
u,, ntl 


则 级 数 是 同 号 级 数 ( 人 不妨 设 为 正 项 级 数 ). 由 于 


一 0 一 lim iu, | 一 0. 


limn| 1 — =m+1, 


pl Cr \ 


例 13 设 级 数 》 6b, 收 伍 , 且 》 (a 一 4,1) 绝对 收敛 ,证 明 : 
级 数 >》 a,b, 也 收 合 . 


证 ”由 题 设 > |a, 一 ai| 收敛 , 则 由 柯 西 准则 ,Ye > 0， 


了 AiEN, 当 nn>NI 时 ,YYpEN, 有 
[an+2 ant] | 十 [|Q +43 | Qt | 十 机 十 [Qi CH | ~ t， (1) 
BB [Qtp — an+1 | 


< [a Qan+ pi | 十 机 十 | ant? ant1 | < 上 CC 


又 由 2 收敛, 则 其 部 分 和 序列 {S,} 收敛 .由 柯 西 准则 ,对 前 


述 e 一 0 了 AsEN 当 ?2> 和 2 时 ,VtEN, 有 
9 一 人 <. (3) 
故 Y kKEN, 有 二 Si 一 S;_1 (So 二 0). 
由 式 凶 、 式 久 知 ,数列 (0 和 1S, 都 收敛 ,从 而 都 有 界 . 即 
Jj M>>0,Y EN, 有 |a jj 委 M 与 13 ,| 之 M. 
综 上 所 述 知 ,VY e 汪 0,Jj] N=max {N,N,};EN,yn>>N，, 
Y PpPEN, 有 
| api 十 Qi+zoo+s 十 … 十 ant pO o | 
。* D8. 


=— |ar (St1—S) ar (Oa — Ot1) +t 
Tartp lntp™— Sn+p—1) | 
=|S,r(arti—art2) TT Orra (dnt2— Ant+3) 十 
十 SS ,+p-i (arnt pl —antp) 二 dntpOntP™— dntiOn 
|S,+i| |asri—a+2 十 19 les 一 an+3| 十 入 
十 Rs | ap 一 Co 
十 [ao 一 Capog9 十 QHpg9a nt | 
Ad [aa 一 Co+i 十 | c++ 一 Go | 十 … 十 as 一 QH | ) 
+M|S,,—S, 十 Ma,+p 一 QT | 
Me Me Me= 3Me. 


Eh Sab, 收 全 . 

例 14 证 明 ; 级 数 1 一 于 | + 总 | + 言 |1+ 六 + 村 | 一 
| 1 十 到 十 可 十 二 | 十 … 是 收敛 的 

证 因为 


,|= 


} ] 】 
el 1+ 2 TT nn 


22 一 1) 十 2 
《27 一 1)(27 十]) 


+ NE 


| 1 十 于 十 …… 十 元 | 
2 n 


2n 十 1 27 一 
> 元 | 1+ 十 … 十 工 十 二 | 1 2 
所 以 1a} 单调 减少 . 又 
一 一 P| 1 1 一 一 
=| ] 十 二 9 十 十 7 on nntCte,) 0， 


其 中 CC 为 欧 拉 数 . 
故 依 莱 布 尼 光 判别 法 知 , 原 级 数 收 合 . 


例 15 ” 证明; 车 级 数 》\a,(a, 之 0) 发散,S, 二 ai 十 4s 十 … 十 


* DO. 


a， 则 级 数 >/ 也 发 数 . 


证 ”因为 a 发散, 则 其 部 分 和 序列 (5,) 单调 增加 且 无 上 
界 .YVnEN, jpEN, 使 得 9， 之 25, 或 S,/S,4s 太 1/2. 有 


ntl Cn 十 2 ad 
" 十 二 十 看 得 得 十 


由 ,1 D+2 D+p 
~ Qt+1 十 一 十 十 Gy 
nn 二 pp 
S 十 户 时 SS, DD, ] ] 
— + ~" 一] 一 二 1] 一 二 二 一， 
Si ! Ontp i ! 2 2 


有 习 Eo=1/2>0,Y NEN,] nN ,J 十 pPEN( 使 Su.+sp 宇 29,),， 有 


tl 十 Catz ,te ~ 工 
Sn Sr Sp 2 
于 是 级 数 > 可 也 发 区 
例 16 证 明 : 若 级 数 > (a, 之 0) 收 伍 ,~ 二 Sa, ,ME 级 数 


点 二 
之 元 于 


证 YnE€N,r, 之 0, 且 {7,} 严格 单调 减少 .由 于 >'a, 收敛 ， 
办 一 上 
lima, 一 0, 所 以 limr, 一 0. 故 YaEN, tpEN, 使 得 2 < 


7 nm 十 户 ] 
或 “<.Vn CE N ,7r, 一 dn 十 六 + 或 六 上 一 了) ~ 有 


fn+1 


Cn 十 1 人 7 十 2 十 Uni+p 
7 mn 十 1 7 十 2 7 "十 
~ Qnt1 十 Qn+z 十 … 十 dtp Tntl 一 7 十 b+1 
7 an 十 1 7 十 1 
fp 1 一 7 "十 户 Qtp 
Fn 1 | | 


。 6060。 


”十 户 1 —— 1 
> 1 一 记 >1 5 7 ， 
Hi eo=1/2>0,Y NEN,]J n>N ,4 oo 2r,+s<<ry+1)， 有 


n+l 十 Cnt2 二 . 十 te > = 
7 "十 1 7 十 2 7 7 十 户 


所 以 级 数 >， 守 发 散 . 


例 17 车 记 EC2) 一 全, 则 对 任何 实数 A,ECX) 绝对 收敛 ， 


证 明 : 
(1) E(a)EC(D) = Ela 十 D); (2) E(a)E(—a)= |]; 
(3) El — 如 [天 |， (4) E| 主 | = [EC 
证 (1) 由 
til | Xt | Xi__M ,, 
UU, (7 十 1)! 1 1! nl1 


和 ,ECA) = > 六 _ 是 绝对 收敛 的 . 而 积 级 数 忆 (za) 屯 (6) 的 一 般 项 为 


n= 人 0 
Ww WoU, 十 WlUn—1 十 机 十 WnUo 
p” a p"! 


一 人 1! (nO— 1)! 


1 n n— 1] a ”一 | n 
二 | 4 十 TY24 十 十 Ta 十 a 


| 


— (Cob 十 Caapo-l 十 oo Clg -1b 十 Cnan] 
一 1 十 D)”， 
7 
《Ka 十 6b)” 一 bp)” 
即 EC(a)E(b) = Dw, — = > et = E(a 十 6b). 


(2) El(a)E(—a)=E(a—a)=E(0)=1. 


。6] 。 


_ 本 pk I 1 上 Wn {1 
oe 
例 18 若 >,w 和 > 和 两 级 数 均 收 伍 , 且 其 中 至 少 有 一 个 绝 
对 收敛 ,证 明 ; 积 级 数 yc, 也 收敛 ,上 且 yc, wy》 
证 ”不 妨 设 》a, 绝对 收 伍 ,部 分 和 分 别 为 
A, = Sa,, B ， =- > C, = Wo, 


用 二 心 


| C。 一 aobo 十 (ao 十 ab) 十 … 十 (aop 十 ai 十 十 Copo) 
一 Co(Cpo 十 十 十 0) 十 CC 十 电 十 … 十 1) 
二 a1Cbo 二 651) 二 abo 
—aoB, it arB, i anB,o,) 
记 > = 4, 2 6, = B, 则 B=B+Bi(k=0,1,2,),P,.—0. 
义 Ch =—=ao (Bp ) t+a (Bi i) +a, (Bb,) 
一 (Co 十 QI 十 …… 十 co) 五 十 aol ta, i ta, po 
— A,B+R,, 
当 M 盖 入 时 ,有 
人 一 dob 十 GPo 十 … 十 cnpo 
一 (ao 十 Ci 十 … 十 CavC vv) 
十 (ex+ip KRNl 十 … 十 cnpo) 
由 于 太一 0, 故 了 3 了 &0, 对 任意 pz,18,| 天 &, 且 当 N 充分 大 时 ,只 
要 六 六 ,就 有 18.| <e. 又 > 绝对 收敛 , 则 了 N, 之 0, 使 得 VY mr 
> 和 ,有 


[av | 十 |axwy | 十 … 十 a, | 一 去 


者 记 |ali| 十 jaz| 十 … 十 |ax | =M, 可取 和 ,使 得 对 一 切 >Ni, 有 
。62 。 


|aoB, 十 a1P,, 1 十 ， “十 an DRN | 
十 [law +1Pm-N,-i 十 机 十 an bo | 


E E 
即 有 R 一 0, 也 台 是 lmCon 一 lim A。B 二 4AB, 故 
D0 = (De) 22 


例 19 证 明 : 若 级 数 >) 党 收 伍 , 则 Y PB>> “级 数 之 ， 避 也 收 


证 因为 8 二 a 十 4,4 汪 0, 故 


而 > 各 收敛 , 依 阿 贝尔 判别 法 


a 


例 20 ”证 明 : 若 级 数 》) 学 (a 之 0) 收敛 , 则 
al 十 ay 十 … 十 Ga 一 0 


lim 
一 二 CO 


证 ” 依 柯 西 准则 , 因为 >) 学 收 合 , 故 Ve>0,3 mE N,V p 


CEN, 有 


i Cn 4 2 下 (Gm 十 户 )” 和 8 
m 二 2 ~ jimt+tp 
mtp 7p) < | ~ | 一 


依 阿 册 尔 变换 ,有 
3 。 


GQmt1 | 十 Gm+2 | + 
(5M 十 1) 7a 十 办 (az 十 2)” .mip 
amitp {mip 
ed p ~ 
m++p 
即 5 
k= 十 1 


当 mx 固定 时 ,有 


tg Ut] 十 2 十 “0 十 Cn 


(mm +p (mm 二 pp)" 
即 对 上 述 e 汪 0,j LEN,Y PE， 有 


di 十 ay 十 … 十 ai 
pn (mm 十 2)" 


于 是 ,VY e>0 (J mEN),Ij LEN,Y pp, 有 


| 


Cis | 


< E, 


mp 


2 
A nF py 


Uk 


所 a 
De (m+ p)” 让 pp) (mip) 
由 于 p> 才 且 可 任意 大 , 故 有 
|; ci 十 as 十 …… 十 QQ， 
en 
例 21 设 f(r) 在 点 += 二 0 的 某 邻 域内 有 二 阶 连 续 导 数 , 且 
{70, 证 明 : 级 数 了 /| 二 | 绝对 收 伊 ， 
证 由 题 设 知 ,f(z) 在 7 二 0 的 邻 域 内 有 二 阶 和 泰勒 公式 


f(z) = f(0) + ff (0)z+ fC — 1" (7 


二 0， 


lim 


又 由 /C(x) 的 连续 性 知 ,了 M3>0, 使 得 17(x) | 过 M ,于 是 
fr)| = 广 |7"C6)z :| < < Hr, 


< 和 二 


例 22 ”证明 ; (1) DH - 自 乘 的 柯 西 乘积 收敛 ; 


《一 了) 
的 柯 西 乘积 发 散 . 
(2) > 二 一 天 . 自 乘 的 柯 
证 (1) 因为 (一 1)”…! 一 是 收敛 的 交错 级 数 ， 


(一 1 12 六 一 一 (一 1)"* 
bp3 n | = > |» 二 二 | 


n= 二 1] 


~ RR ] 1 Pr ] 
一 志 (一 了 ee + 二 | 


所 以 ,51 (一 1)" 1c, 是 交错 级 数 ,要 证 明 其 收 全 


-| 1 oo 
oe | 。 1 > 


1 nl1) CC 十] 
本 | 了 Te 
+ -2 一 
= 一 和 -0 
即 数列 {c,}) 单 调 减 少 并 趋向 于 零 . 
TO TE 
TD 
=2[ 1 7 ram +t" re 
入 ?和 二 cnt1) +35TD+- el 


es。 DD 。 


—— (lnn 二 CC 十 +, )， 


站 | 1 十 到 十 …… 十 二 = 
其 中 CC 为 欧 欧 拉 数 ,r,>0, 因 而 limce, 二 0. 即 单调 减少 数列 {c,}) 的 一 
个 偶 子 列 极限 为 零 ,因而 limc,==0. 


”7 十 1 二 


CD 


依 莱 布 尼 芯 判别 法 知 ，》) (一 ic, 收 人 n>) 一 
自 乘 的 柯 西 乘积 收 化 ， 

(2) 因为 > "上 是 收 伍 的 交错 级 数 ， 

Ca 一 Cl 1 十 ap 十 … 十 Gil 


天 一 ] n—1 
1 pe ] 
= >》 .aw 1 一 (1) GQ 1)" 7! 
2 br 2 元 一 -一 


1 一 友 
_ | 
FT 
k= 1] Vv k(n— k) 
当 nn 之 k 之 1] 时 ,显然 有 Yk 一 上) 二 Vn 一 1，Vn 一 1 ,所 以 
_ 1 ] 1 1 
|c, | TT ~ 之 ( TT 1) 一 9 
2 - 夺 nD—k " vi 一 上 | 


即 limc, 关 0, 所 以 》 (一 1 -一 自 乘 的 柯 西 乘积 发 散 
1 一] Vn 


例 23 ”研究 级 数 > (一 1) 中 二 的 伊 散 性 . 


解 ” 将 级 数 中 相 邻 且 符 号 相同 的 项 合并 成 一 项 ,可 得 一 新 的 
交错 级 数 


- Ce | 1 1 日 帝 也 

2 te “TI 
虽 二 单 曲直 一 一 . 二 一 二 ， 
| 
Dt “TT 


上 


l —— 一- 
运作 十 DT 一 二， 


a OO 。 


1 
所 以 zj< 记 下 十 天 tit 十 ET 


于 是 ,新 交 销 级 数 通 项 当 有 一 oo 时 趋向 于 零 ， 目 绝 对 信息 调 减 
依 莱 布 尼 次 判别 法 知 , 新 级 数 收 伍 . 
又 原 级 数 部 分 和 包含 在 新 级 数 两 相 邻 部 分 和 之 间 , 因 而 原 级 


A 
k 
少 . 


数 部 分 和 极限 存在 , 即 原 级 数 收敛 . 因为 > (一 1) 一 不 绝对 收 


敛 ,从 而 确定 原 级 数 条 件 收 敛 . 
下 面 讨 论 级 数 与 非 正 常 积 分 的 关系 . 
例 24 证 明 下 列 非 正 常 积 分 收敛 ， 


十 co , 十 co 元 
| (— 1)t ldzx; (2) | 
心 


1 十 x'sin’xz 
证 (1) 对 给 定 的 4 盖 0, 有 惟一 的 2 盖 0, 使 得 vi 过 4 二 


vV7 十 1 ， 当 4 一 十 ce 时 ,一 十 co. 于 是 , 当 vk rv 
时 ,上 lz < ,| 三 | 一 有 一 1 ,从 而 


A 2 ~ 2 A 2 - 
| (一 dr = >)| (— Dodz + | (— 0dz 
们 | 一 ] 虹 机 


(一 1) 生 1 
一 一 一 一 一 一 十 (1 (4 一 ). 
2 VE + i 人 
二 09 
一 一 1l 

由 莱 布 尼 芯 判别 法 知 ,，》 (一 1 一 一 一 一 收敛, 又 

2 Vk+i+ vek—l 
DA- VAIIESVATI~ Vn = 0， 


Vnt+l+ vn 
所 以 lim| (一 1)cadz 一 S , 即 积分 | co 1)e dz 收敛 . 


(2) 因为 在 L0, 十 ce) 非 负 , 故 只 需 证 级 数 


一 Sin“z 


5 | “一 入 二 -dz 收敛 .为 此 , 先 估计 


hx ] 十 Xsin’z 


(& 十 1)x 六 (十 1)x (& 十 1) 
| 1 十 on < | ] 十 Ch) Sin 


。 7 。 


(rr (十 1)rdGtanz) 
| ] 十 [ (kx) 十 1] jtan’x 
| (k 十 1)rxd(tanz) 
tr 十 x/2 1 本 | (RD) 十 ] jtan’z 


一 retan( VY (kX)" 十 ltanz) | 


kn 二 mn/2—0 


(此 十 了) 


十 arctan( Vv (kn)' 十 ltanz) 
kK 十 碟 / 2 十 0 


_ Dr Dr 2 


VR TEI Cn) ke 


而 级 数 > 去: ; 收敛 ,所 以 > 一 一 各 zdz 收敛 . 从 而 原 非 
正常 各 分 收 和 

例 25 函数 f(z) 在 x 之 0 单调 有 定义 , 且 非 正常 积 
| /cz)dz 存在 ,证 明 : 


十 cc 
lim LACh) + fC2h) + …] 一 | fir)dx. 


h-=0™ 


证 设 f(x) 单调 增加 (f(z) 单 调 减 少 类 似 可 证 或 考 起 
一 J(X)), 则 Y AD>0, 有 


| fC)dr = > CT)dz < DED 


= 1 i 


< 


(十 1 


f(r)dr 一 | flr)dx. 
nn 
令 h 一 0”, 得 


lim h Sf 0h) = 一 lim Dhf Ch) = 一 | fendz, 


例 26 利用 例 25 计算 
lim,(1 一 | 车 7 十 了 1 “十 了 下 
解 ”本 例 的 关键 是 将 级 数 的 通 项 写 为 f(nh) ,然后 说 明 f(x) 
人 符合 上 例 的 条 件 . 


e 8 。 


en 


原 式 一 tim DD 一 lim (1 — 0%) 2 Tom 


令 记 二 一 ln 1 一 各 < 


一 ee ee 一 必 
A 1 +e™ 
一 lim = .lim h > ， T 
上 -0 十 Ah-=0+ n=l 
ee dr=l 
一 [ 1 二 TT ne 
其 中 f(z)=- -一 符合 例 25 条 件 . 


第 三 市 无 穷 缮 积 


主要 内 容 
1. 对 于 一 定 的 数列 {f,)} (J, 了 


fi 思 一 下 六 
为 无 穷 乘 积 .并 定义 部 分 乘积 4 


;nn 二 1,2,…), 称 积 式 


P, = ff2°"f, = [EA 
2. 当 部 分 积 数 列 (P,} 收 合 于 一 个 非 零 第 数 P 时 , 称 无 穷 乘积 
| 收 僵 于 PP, 即 


Ce 


[| f= limP, = P. 


有 一】 


否则 称 无 穷 乘 积 || 人 发 散 . 发 散 包 括 : 


e O09. 


(1) 已 ,一 co, 记 作 由 六 一 ceo; 
用 二 上 


(2) 已 。 摆动 ; 
(3) Pa — 0. 除 [[ 发 散 于 零 , 记 作 | 上 = 0. 


1 


oo 
存 )n 一 太太 一 一 nl 1, 


n= 二 mm 二 -1 


称 为 mm 项 后 的 余 项 . 当 [[ /收敛 时 ,ti = 方 - 


车 由 7 ,收敛 于 已 , 则 
P, P 
limJ» = lims =F=1, 
P P 
limn, = lim 万 一 F711 


4. 无 穷 条 积 [[ 收敛 的 充 要 条 件 有 
C1) 部 分 积 数 列 {P,) 是 柯 西 数列 , 且 存在 常数 之 0, 对 一 切 


P,，, 有 |P, | 之 k& 这 0; 
(2) Ye>0,3] N00,Y nN 及 之 1, 有 
[Pra/ Pi | < t. 


5. 若 无 穷 乘积 || (1 十 |a,1) 收 化, 则 称 无 穷 乘 积 [| (1 十 a) 


绝对 收敛 . | | (1 二 a) 收敛 但 不 绝对 收敛 的 无 穷 乘积 称 为 条 件 收敛 . 


馆 难 解析 


1. 无 穷 鲜 积 与 无 穷 级 数 有 什么 关系 ? 
答 无 穷 乘积 || / 与 无 穷 级 数 >》,/, 都 是 由 无 穷 数列 {/) 


中 
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引出 的 ,都 有 收敛 和 发 散 、 绝 对 收敛 与 条 件 收敛 等 概念 ， 
无 穷 乘积 的 收敛 往往 与 某 个 无 穷 级 数 的 收敛 有 关 ， 例如 : 


[| 十 a) 绝对 收敛 的 充 要 条 件 是 级 数 > ,ln(1 十 a,) 绝对 收敛 


见 例 10); 当 >， 民 收 伊 时 |(G 二 aa) 收敛, 当 >,d 发 散 时 


《1 十 a,) 发 散 于 零 ( 见 例 11). 


i 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


无 穷 乘 积 的 计算 主要 是 证 明 等 式 , 往 往 通过 先 求 部 分 乘积 
P, ,然后 取 ”ce 的 极限 得 到 . 其 技巧 表现 为 , 求 部 分 乘积 时 要 借 
助 一 些 已 知人 公式 与 结 采 ,使 运算 更 为 简捷 .无 穷 乘积 的 另 一 主要 类 
型 习题 是 研究 无 穷 乘积 的 敛 散 性 ,这 可 以 根据 有 关 定 义 、 命 题 并 经 
一 些 半 化 求解 ,有 一 定 的 难度 ,因而 要 求 读者 熟悉 概念 和 变换 . 

例 1 证 明 下 列 等 式 : 


TT 人 一 1111 ml 
(1) IT 二 | 一 误 ， (2) [| 二 Ti 
(3) Hli+ (+) | ; (4) [| eos Ti 一 

二 必 用 


证 已 = 六 = 人 1 一 直人 一 吉 = 
k=2 
] nn 十 1 -co ] 
nn 


”机 


[二 3 BS w | 


~ 


2 mw 十 n 十 1] 7 一 


。7] 。 


+ 人 站- 


(4) P, 一 cos 75cos 这 


7 
COS —— 。 9S1N 


| 
osin(n/2"+1)"O 7 一 Cos 一 D3 


7 十 元 Dan 十 1 
sin(r[2) _ 2 ,2 or 2 
9"SsIN (R/OTI) sin(x/2"+1l) Xx Xx 
~ > ? 
故 || eos Dt -一 元 


例 2 讨论 下 列 无 穷 乘 积 的 敛 散 性 : 
- 
了 本 es 
TT 3n 37 
5) 1 3 一 1 2 
人 二 


vv 
解 (1) 由 到 里 上 (Wallis) 公 二 


lim 二 (2n) 1 | 
noo H (2n CO— 1)11 本 


ii 1 | (2n)11 | = 
neo 21 十 1 (2n 一 1)11 2 


2 44 61. 
知 P, 一 | 5 | . | 


on ，27 十 2 | 
2n 二 1 2n 十 1) 


1 | 


2(C2n 二 2)L (C2n 十 1)1! 4 
oo 1 
改 I[l1-— ri | 4 
(2) 当 Xx 关 0 时 ,部 分 积 
P, = cos 二 cos 工 ,cos 工 一 一 全 
2 2 2 2"sin (XxX/2") 
_ XX/2” sinz ?co sinx 
sin(x/2") ya tT 
故 JTeos 率 一 (x 关 0). 
(3) 由 sinz 的 无 穷 乘积 展开 sinz 一 z+[[ | 1 一 | , 令 工 一 
太 二 1 A 
所 
2 有 
.x XT 四 _ 工 TT (3 一 1)(C32 1) 
3 3 Il en 3 [I (3n): 
于 是 ,有 
TT 3n ， 3n Xx/3 We 
-3n 一 1 32 十 1 sin(x/3) 3 V3 
(4) 在 题 (1) 中 , 令 x 二 x/2, 利 用 半角 公式 ,有 
TT _V2 TT LS 
cos 了 = 2 ，cos 太一 teos | /2 = 7 »"**, 
得 2_V2,V2tv2 .YY2+YV2+Y2.. 
nt 2 2 2 
故 2 
V2 ,/ ,VY 2 
2 十 Y2 N22 V2 V3 


例 3 设 ||p, 和 |[g; 收敛 ,讨论 下 列 乘积 的 敛 散 性 ，: 


(1) [| Cp + q,); C2) [| zp:; 
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(3) [| 2a， (4) [Ep,/09.. 
一 1 n= 1 


解 设 P= || zp, Q= [ia P,= [|p,, Q. = la 
nH 二 1 n= ] k= 1 一 上 


(1) 由 无 穷 乘 积 | f 收敛 的 必要 条 件 limf, 二 1 知 
n= "Tn 
limp,=1,limg,=1,， 


从 而 lim(p, + 9,) = 2. 


故 || (zz 十 9,) 不 收敛 . 


n=] 
(2) 因为 [Pp:=( [zp,) = P, 而 [p= limP, = PP, 故 
k=] = 1 n= 1 Me 
n= 1 ne nn 二] 
(3) 因为 |[ Pirdr 一 Ti p;: | | a; -一 P,Q,, mlimP, 一 P,limQ, 
k=1 k=1 4=i nee no 
-一 Q,， 故 


由 2 = limP,limnQ, = PQ, 


n= 


即 [| pq 收敛 


(4) 因为 了 [= Q 关 0, 故 [[ 二 一 吝 . 由 题 (3) 知 
n= 二 】] A 二 1] nt 
和 pr __ [be .1_P 
i 9， lz qa Q 


例 4 证 明 ; [| f 收 合 后 部 分 积 数 列 {P,,) 是 柯 西数 列 , 且 


天 一 上 


3 4 二 0, 对 全 部 P,,， 有 |P,| 宇 h 二 0. 

证 必要 性 大 Pn 一 P 关 0, 则 VY es>0, 3 NEN, 对 一 切 n 渤 
NN, 有 |P, 一 P| 过 ze. 取 e==|1P1/2, 则 |P,| 放 1P1/2, 于 是 ,对 全 部 
P,,， 有 

。74。 


IP,| 宕 min{|Pi|,|P,l,,|Pn|,|PI/2}=A>0. 


充分 性 ”和 藻 | 忆 .| 之 A>>0， 刚 
| 已 | = lim |P,| 宇 £0， 


从 而 P 关 0. 
例 5 证 明 : | 六 收 伍 拓 Ye>03NEN, 对 一 切 靖 人 > 入 


积 & 之 工 ， 有 | 已 1 一 1| <e. 


证 ”必要 性 若 || 记 收敛 , 则 {(P。) 为 柯 西数 列 , 且 有 |P,| 


之 有 > 0( 见 例 4). 于 是 |Piswi 一 PP,| 天 he 人 1|P/P 一 1 去 e. 
充分 性 若 |PVP,. 一 1|<s, 则 取 e 王 172, 有 
PVP 一 1 < 1/2 (> N)， 
于 是 [Psy1/2 < |P,| < 31Px|/2, 
故 V 已, ,有 
[IP,| 宇 min{|Pi|, P|, 1PNw |,|Py|/2}=h>0. 
父 |P, | max{|Pil,|P,| 9 ”3 IPy-1|,31P»w|/2) = M. 
在 式 中 取 | PvP 一 1|<e/M (>N) ,得 出 |P 一 已 1|<e, 即 


(Ps} 是 柯 西数 列 , 且 | 已 | 宇 h > 0, 由 例 4 知 ,| 户 收 敛 . 


例 6 证 明 : 若 >,a, 是 正 项 级 数 , 则 > a, 与 ]] (1 十 a,) 有 相 


同 的 征 散 性 . 
证 ”因为 对 一 切 wa 0 和 1 十 av,<<e ,有 
工 十 ci 十 as 十 … 十 ai 
< (1 十 ai)G1L 十 Ca 十 G) < ee 22 tT， 
凤 | ] 十 9， < P, < en. 


这 里 S, 是 > va 的 部 分 和 ,P; 是 [| (1 十 a,) 的 部 分 积 . 


由 于 单调 有 界 数列 必 有 极限 , 且 >》)a 为 正 项 级 数 , 故 》\a, 与 


。7T5 。 


[GQ 十 wy) 有 相同 的 敛 散 性 . 


例 7 证 明 : 若 [| 十 1as1) 收敛 , 则 || 十 a,) 收敛 . 
证 设 P,==[[ 十 a4),Q;, = [| 十 14,1); 则 


a 
党 -一 1|- | 十 Qan+1) (1 十 ant2)""* (1 十 - QT) 一 ] | 


下 十 二 


> Qi 十 (ant1Qn+2 十 Qn+1Gn+3 十 … 十 CA 1Qn 


{ 一 六 十 】 


pp 
| 


十 机 十 nln 2""" C+ 


ni 二 上 


2》) |a | 十 (| aaa 十 |a | [aa | 十 本 证 昌 


{ = 一 正 十 1 


< 


十 | ca + | | CA | ) 十 …… 十 [ci | |an+2 ] 本 [ata | 


十 上 
Qk 
一 a+laD-i = | 区 -1 


所 以 ,比较 | 区 一 1 与 | 光 一 1 


可 知 : 若 || 1 十 ja,|) 收敛， 
nH 二 1] 


则 上 [| (1 + a,) 收敛 . 


故 由 例 6 可 得 : 若 >》,a, 绝 对 收 化, | (1 十 4) 也 绝对 收敛 , 反 
之 也 成 立 . 

例 8 证明: 设 0 过 a 二 1, 则 村 (1 一 a,) 与 >a 有 相同 的 
敛 散 性 , 且 若 || (1 一 a,) 发 散 , 则 必 发 散 于 零 . 


开 一 】 


证 设 P,== |[ 十 a4),Q, = [41 一 4a), 由 题 设 知 ,P， 
开 一 】 于 一 ] 


单调 增加 ,Q,, 单调 减少 , 且 均 为 正 . 
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设 T (1 一 ao) 收敛 , 则 Q. 一 Q>>0, 又 1>a0, 故 1 十 ww 科 


1—a, 


mn 一 1 
有 P, = |[[ (+a,) < 一 二 
下 一 二 


TT (1 一 a,) 
即 {P,) 有 界 , 故 [| 十 a,) 收敛 ,从 而 2 收敛. 


又 设 > 收敛 , 则 a, 一 0. 不 妨 设 a 过 十 二 ， 有 
a)ddt2a) 1+ia, 一 2ar a 


故 有 1 一 a， > 了 因为 20， 也 收敛 ， 所 以 J G+ 2e) 收 


伍 , 设 收敛 于 尺 (R 之 0). 又 设 R= Tf a 十 2a,), 则 对 一 切 mx 之 
NN, 有 
| 着 > 党 ， 


n= 二 和 N+] 并 一 六 十 1 


即 Q,. > 一 一 >0.Q，。 单调 减少 是 有 下 界 ,所 以 T (1 一 a,) 收 得 
综 上 所 述 知 ， (1 一 a,) 与 >,a 有 相同 的 敛 散 性 . 
而 ] (一 a) 发散 时 , > ,ao 也 发 散 ,由 例 6 知 | (1 十 w) 也 


发 散 , 且 ] (1 十 ao) 一 co 故 Ye>> 0 NEN,Ym>>N, 有 


n= NN 二!l 


0 < 站 af 站 av < e， 


n= 二 N+1 


ni —* Oo 
4， 


从 而 Q,. 一 Qnv ，. TT (1 一 ao) <Qv .es 


n= NN 二 1 
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即 ITa 一 4,) 发 散 ， 


由 本 例 可 知 ,对 于 0 去 ww 二 1 的 情形 , 正 项 级 数 3\a, 与 


用 一】 


J 一 a),]] GQ 十 a,) 有 相同 的 敛 散 性 , 且 ]] (1 一 a) 发 散 于 
零 , [| (1 十 a) 发 散 于 无 穷 大 . 
例 9 设 a, 记 一 1, 证 明 : | G 十 4,) 与 > ,ln(] 十 a,) 有 相 


同 的 敛 散 性 , 且 对 P= [[ 蛋 十 a,) 和 5S = > ,ln(l 十 ws) 有 十 一 


5 一 1】 | 
e* (或 9 = lnP). 
证 设 忆 = 于 (+a),sS 二 >》jln(1 十 a,), 则 
忆 , 一 es 或 SS 一 InP ， 
可 知 , 等 式 两 边 有 相同 的 敛 散 性 . 在 收敛 时 ,对 等 式 两 边 取 光一 0 
的 极限 , 即 得 
P= limP, = Em = e* (或 9 = lnP)， 


Hi 


还 可 写作 ln || (1 -+a) = Dn 十 a,). 
n=1 一 


n= 1 
例 10 证 明 : [[ (十 4a) 绝对 收 化 时 》 了 lIn(1 十 a,) 绝对 收 
n=] m=] 
匆 . 


证 ”由 例 9 知 , || 1 十 4) 与 > ln(1 十 1a,|) 有 相同 的 化 获 


性 . 现 证 2 ln(1 十 |4,1) 与 2) |ln(1 十 a,)| 有 相同 的 敛 散 性 . 因 


为 , 当 4, 之 0 时 ， 有 
in(Qi 二 1al) = lin(d 二 oa) = lnQ + a,)|; 
。78。 


当 a 过 0 时 ,有 1 一 |a,| 达 1/《(1 十 1a,1). 而 
lIn(l + a,) = ln(] CO— Ja,l) <— lInG + ja) 
所 以 ln(l+a,)| 守 ln (1 十 |a,|). 


故 当 2》 lin(l 十 a,)| 收敛 时 ,有 >,ln(l 十 fas1) 收敛 . 


反之 ,车 >》 in(1 十 1a,|) 收 合 , 则 1n(1 十 1a,1) 一 0, 即 1 十 
al 一 1 ,4, 一 0. 如 例 8, 设 ja 二 1/2, 则 
四 
1 十 av 一 ] oo > 了 oTaT 
于 是 In 人 (1 十 a) 盖 一 jn 十 2 |)， 
从 而 |In(61+a | 过 In (十 21a,1) 守 In (1 二 21a,| 十 [a,1*) 
=—2ln(1l+ |a, |) 


n>) In(1 十 ww)| 也 收敛 , 即 
I (1 十 a,) 绝对 收 合 ~ Dina 十 4) 绝对 收 伊 
由 本 例 与 例 9 可知 无 穷 乘积 [| 0 + a,) 具有 项 的 可 交换 性 
的 充 要 条 件 是 ITa 二 a) 绝对 收敛 ， 即 ITa 十 a,) 绝对 收敛 等 价 
于 nd 十 as) 绝对 收敛 ,而 级 数 绝对 收敛 具有 项 的 可 交换 性 ， 
且 交 换 后 的 级 数 和 不 变 . 和 于 > ndl 4 a) = > ma 十 ww)， 圾 


HH (1 二 au) = em te) ote) 加 TT Ce 
从 而 知 条 件 是 充分 必要 的 ({a,'} 是 {a,} 的 一 个 重 排 ). 
例 11 设 >,a, 收 敛 , 证 明 : 若 >7a3 收敛 , 则 可 (1 ww) 收 


es 7U 。 


敛 ; 若 > ,ai 发散, 则 |] (1 + a) 发 散 , 且 发 散 于 零 . 
证 ”因为 lim 一 了 时 十 节 一 
Yn 和 Ni, 有 |ln(l 十 4a,) 一 a,| 过 ka:(k 之 1/2). 于 是 


对 十 夫 nn 十 肯 好 十 天 玉 中 不 


广 , 由 av 一 0, 故 了 NE€EN, 


] > ,ln(] 十 a1) 一 ai 


{=n 


< > ln(l 十 anD) al < at. 
i=n = 


{= 


当 》) a 收 但 时 ,VY e 0,3 Ni EN > N, 及 上 之 0, 有 


有 nn 十 放 十 此 
2 4 < 去， DADS 
从 而 ,对 nmax{N1i,N,) ,有 
nn 吓 志 nn 十 此 nn 十 二 
DnQ tad le | Dal thd a <e, 
f 一 万 {t=—n = 
即 > yln(l 十 a,) 收敛 , 则 依 例 9 知 , [Cl 十 a,) 收敛 
了 一 上 n 二 1] 


当 》 a: 发散 时 ,由 第 一 个 极限 式 可 得 a 一 ln(1 十 4a) 守 ha: 
(0 过 之 1/2). 于 是 , 当 n 宝 时 ,有 


>vln(1 十 a) < >ya: 一 3 
一 :=N ‘=N 
显然 , >,a, 为 有 限 数 ( 因 为 > ai 收 全 ) ,而 >》\u? 发 散 使 得 >》 a 
(一 人 i=N :一 入 i=N 


一 六 co ,从 而 > ,ln(1l 十 CQ 1) OO co, 故 | 4 十 CQ ) 发 散 ， 而 
二 ni 


n= 二 1 


[| a 十 a,) 一 lim [| (1 十 a,) 一 lime™ Hate 
n 二 |] no 一] H— oo 


nh 
。 In(tl+a ) 
一 lime 之 " =e ”一 0 


天 一 是 or 


即 | | (1 十 a,) 发 散 于 零 . 


* 人。 


第 八 章 ”函数 项 级 数 与 事 级 数 


第 一 蔬 一 致 收 合 性 


主要 内 容 


一 、 钞 数列 的 一 致 收敛 性 
1]. 定义 在 同一 数 集 瓦 上 的 一 列国 数 户 , 廊 ,… 矿 ,… 称 为 定 
义 在 五 上 的 函数 列 , 记 作 {( 广 上 
2， 若 国 数 列 {( 广 Gzo) ) 收 敏 (CzoE 天 )， 则 称 { 广 )} 在 z 收敛 ,x。 
称 为 {f,}) 的 收敛 点 .车 {f,} 在 数 集 DD CE 上 每 一 点 都 收敛 , 则 称 
{f,) 在 数 集 DD 上 收敛 . {f,(z)}) 称 为 {f) 的 极限 函数 , 记 作 
limf,(z) 二 f(z),zED 或 f(z) f(z),z+€ED. 
使 函数 列 (f,} 收 人 钙 的 全 体 收 敛 点 的 集合 称 为 函数 列 (f) 的 收 
敛 域 . 
3， 设 贤 数 列 (f,) 与 消 数 f 都 定义 在 数 集 D 上 ,着 VY ce 这 0， 
了] NEN, 使 nN 时 ,VY XED, 有 
[f(x) — f(x)| < s) 
则 称 函 数列 {f,} 在 D 上 一 致 收敛 于 f, 记 作 
fT) Sf xX) (n> 00), TED. 
4， 哨 数列 一 致 收 全 的 柯 西 准则 ”函数 列 (f,) 在 数 集 DD 上 一 
致 收敛 的 充 要 条 件 是 :VY s>0, NEN, 对 mm>N 和 一 切 xE 
。8] 。 


站 ,有 | 六 CCz) 一 广 (Cz)| <e， 
5， 函 数列 {f,} 在 区 间 D 上 一 致 收敛 于 了 的 充 要 条 件 是 
lim sup |f»(z) 一 f(zX)| = 0,. 
二 、 函 数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 
1， 设 (CCz)) 是 定义 于 数 集 恶 上 的 一 个 图 数列 , 则 表达 式 


| 


Dux) =uT) u(r) 二 wr), TEE 


为 一 】 


称 为 已 上 的 函数 项 级 数 . 
9 (CZ) 一 Pua). EE,n= 1,2," 

称 为 函数 顶级 数 > us) 的 部 分 和 阔 数 列 

2 若 zoe E, > 人) 收 伊 , 则 称 zs 为 函数 项 级 数 > wt) 
的 收 全 点 ,车 > we (z) 在 数值 站 C 局 上 每 一 点 收敛, 则 称 wz 
在 D 上 收敛 级 数 > 人 的 全 体 收 敛 点 的 集合 称 为 级 数 
Sun 的 收敛 域 

对 xz D, Swe 的 和 SCz) 是 定义 在 D 上 的 一 个 函数 , 称 
为 > estz) 的 和 盟 数 . 记 作 

> 一 S(X)， 即 limo, Cx) = S(T). 


3. 车 > julz) 的 部 分 和 函数 列 {5,(zx)}) 在 数 集 刀 一 致 收敛 于 


函数 S(z), 则 称 函 数 项 级 数 > ,mm(z) 在 DD 上 一 致 收 伍 于 SC). 


。 2 。 


4， 函数 项 级 数 收 敛 的 柯 西 准则 函数 项 级 数 > ,zw (z) 在 数 


n=] 


集 D 上 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 :Y e>0,jJ NEN, 使 nx 二 NN 时， 
[|S ,+» CX) 一 (CCz)| < 过 EE. 


当 p = 1 时 , 即 得 函数 项 级 数 > zw(z) 在 数 集 DD 上 一 致 收敛 
的 必要 条 件 ; 函 数列 {u(xz)}) 在 DD 上 一 致 收敛 于 零 . 


5， 函 数 项 级 数 > ,mm(z) 在 数 集 D 上 一 致 收 合 于 SCz) 的 充 要 


条 件 是 
lim sup|R,(X)| = lim suplS(x) 一 9 (xz)| = 0, 
用 一 co IE€ED neo IED 


其 中 R,(zx) 一 SCz) 一 5S,(z) 称 为 函数 项 级 数 > wu,(z) 的 余 项 . 
6. 维尔 斯 特 拉 斯 判别 法 设 > ju (xz) 为 数 集 D 上 的 函数 项 


级 数 , > ,M, 是 收敛 的 正 项 级 数 . 若 对 一 切 x € DD, 有 

[ze CCz)| < M,,， 1 一 2， 
则 函数 项 级 数 > ,mw(z) 在 D 上 一 致 收敛 . 维尔 斯 特 拉 斯 判别 法 又 
称 为 M 判别 法 或 优 级 数 法 ,> ,M, 为 > u(x) 的 优 级 数 . 


7. 阿 贝 尔 判 别 法 设 (1) 》jus(z) 在 数 集 DD 上 一 致 收敛 ; 


(2)VYZzEeD,iGCzr)| 单调 ;(3)|v,(《7X)| 在 D 上 一 臻 有 界 , 即 存在 
正 数 以 ,对 一 切 x € D 和 一 切 正 整 数 n, 有 |v,(z)| 过 MM, 则 级 数 


> ts(zr)u(Cz) 在 DD 上 一 臻 收 化 
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8 狄 利 克 雷 判别 法 设 (1) >)mw(z) 的 部 分 和 函数 列 _ 
(>wcz)} 在 D 上 一 臻 有 界 ; (2)Y x ED, tv,(7T)} 单调 ; (3) 


Iv,《z) | 在 DD 上 一 致 收敛 于 零 , 则 级 数 > u(x)v,(zr) 在 D 上 一 致 
收敛 . 


疑难 解析 


1. 为 什么 要 研究 函数 列 的 一 致 收敛 性 ? 怎样 理解 函数 列 在 门 
上 的 一 致 收 鱼 性 ? 

答 。 研究 函数 列 , 不 仅 要 讨论 其 在 某 点 的 敛 散 性 ,更 重要 的 
是 要 人 研究 哨 数 列 的 极限 函数 的 解析 性 质 . 如 由 /的 连续 性 判断 
f(z) 的 连续 性 ;研究 f(x) 的 导数 与 积分 同 人 的 导数 与 积分 的 关 
系 . 这 就 要 求 讨论 函数 列 {f,) 在 数 集 DD 上 的 一 致 收 化 性 . 

蝎 数 列 人 7 在 刀 上 一 致 收 伍 时 ,VE 0,z7 € DD， 总 
jj 和 (se)( 即 N 只 与 es 有 关 , 与 过 无 关 ), 只 要 交 盖 N, 即 有 

jf (x) — f(x)| < e. 

从 而 知 ,{f,} 在 D 上 一致 收 伍 , 则 必 在 D 上 每 一 点 收 合 . 反之 不 一 


定 成 立 . 例如 少 ) (1 一 xz)zx" 在 [0,1] 上 收 伍 但 不 一 致 收 伍 . 因为 , 当 
7 一 oo 时 ,有 


SmD=Sd_ rr Sr) 二 1 0S7<1 
kt 二 0， 工 二 1， 
所 以 级 数 收 敛 . 但 是 和 函数 SC(z) 不 连续 ,说 明 级 数 在 [0,1] 上 不 
一 致 连续 . 
晒 数列 { 刀 } 不 一 致 收敛 于 太 , 从 几何 意义 上 可 以 理解 为 ;Ye 
> 0,3NE NY n> N, 曲 线 y = f,(z) 不 都 落 在 以 曲线 ， 一 
。84 ， 


/ (x) 十 eE 和 yy 二 f(x) 一 es 为 边 的 带 形 区 域内 . 

2， 判别 函数 项 级 数 > ,u(x) (或 函数 列 {f,}) 在 D 上 不 一 致 
收敛 的 方法 有 了 哪些? 

答 ”函数 项 级 数 是 将 数 项 级 数 > ,zw 的 通 项 u 换 成 定义 在 DD 
上 的 函数 u,(z) 得 到 的 ,所 以 在 通常 意义 下 是 逐 点 考虑 的 . 但 函数 
项 级 数 一 致 收敛 的 概念 不 再 是 作 逐 点 考虑 ,而 是 在 点 集 D 上 作 整 
体 考虑 . 因此 ,常用 的 判别 函数 项 级 数 > ,u, (x) (或 函数 列 {/,)) 在 
D 上 不 一 致 收敛 的 方法 有 以 下 几 种 . 

(1) 不 一 致 收敛 定义 ” 设 》u(x) 在 D 上 的 部 分 和 S,(z) 收 
令 于 ”4z) 和 右 存 在 某 ee >>0YNEN,jjm>N 及 z DD, 使 得 

15) 一 SCz)| 之 人 

成 立 , 则 级 数 > ,u(x) 在 DD 上 不 一 致 收 化 . 

(2) 柯 西 准则 的 逆 否 命题 ”> ,zw(z) 在 上 不 一 致 收敛 的 充 
要 条 件 是 ;存在 茶 6 汪 0,YVnE€EN,j n,m>N 及 x。E€ DD, 使 得 

[1S, CX0) — S, (XT0)| 之 su 

(3) 和 函数 法 ”车 >,m(z) 的 每 一 项 w(x) 在 区 间 了 = 
[4,b] 上 连续 ,而 和 函数 SC(r) 在 7 上 不 连续 , 则 > u(x) 在 T 上 不 
一 致 连续 . 

(4) 一 般 项 法 ”车 > w(x) 的 一 般 项 wu(z) 在 DD 上 不 一 致 收 
敛 , 则 > ,zw(z) 在 刀 上 不 一 致 连续 . 

(5) 点 列 法 者 存 在 点 列 {x,} ET, 且 7 一 co 时 一 工 , 但 
tv(Czo)) 不 收 僵 于 SCz), 则 {5,(z,)) 在 TIT 上 不 一 致 收 化. 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 河 数列 的 收敛 性 与 一 致 收敛 性 
晴 数 列 的 收敛 性 是 逐 点 考虑 的 . 当 ze 给 定时 ,函数 列 
(f(xo)} 是 一 个 数列 ,可 以 用 考察 数列 敛 散 性 的 方法 来 讨论 . 当 
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(jf,(X)}) 在 数 集 D 上 收敛 时 ,就 要 讨论 极限 函数 f(x). 忒 数列 
(f(z7)) 在 数 集 D 上 的 一 致 收敛 性 问题 ,就 是 要 讨论 VY ce 二 0, 是 否 
有 共同 的 N(e)EN, 使 得 mn 汪 >N(e) 时 ,VY TED, 有 |f,(r) 一 了 f(x) 
<e. 通常 用 充 要 条 件 来 确定 一 致 收敛 性 ,而 用 疑难 解析 2 中 叙述 
的 方法 判定 录 数 列 {f,(x)}) 在 D 上 不 一 致 收 伊 . 
例 1 研究 下 列 级 数 的 伍 散 性 ,并 求 其 和 函数 . 
(1) Sar 一 QQ 十 iT 十 ai 十 十 Ci 十 (CC 关 0); 
(2) 工 二 (一 了 十 (一 TT) 十 十 (一 1) 十 ,， 
解 (1) > yar 是 等 比 级 数 ,已 知 当 jz| 过 1 时 级 数 收 合 , [x 
1 时 级 数 发 散 , 所 以 收敛 域 为 (一 1,1). 
在 收敛 域 上 ,和 函数 为 
SCz) = 之 az = rE (一 1 1) 
(2) 因 为 
5, (IT) 一 必 十 (x x) 十 《2 一 xX’) 十 十 CX” 一 2 ) ~ 一 7 ， 
所 以 , 当 |zl<] 时 ,limS,(x)=0; 
当 x 二 1 ,limS, (zr)=1; 
当 Zz 一 一 ] 时 ,limS, (zx)= (~—1)"; 
当 |zi| 盖 1 时 ,jimsz) 一 土 co， 
故 级 数 收敛 域 为 (一 1,1j. 在 收敛 域 上 ,其 和 函数 为 
0， |zx| 三 1， 


4 T= ]. 


JS (xX) 一 | 
例 2 求 下 列 级 数 的 收 合 域 . 


GD Dr (2 nr (3)> 五， 
解 ”利用 数 项 级 数 达 朗 贝 尔 判 别 法 . 
(1) 对 一 切 Xo 尖 0, 都 有 
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tn 1) 
人 -一 各 二 =— (2 十 1 一 co， 
故 仅 当 z 一 0 时 ,级 数 收敛 . 
fn+1CTo) (n+ 1)ry n 二 1) n+1 国 
C2) f(zo) nr hn Es [xol， 


所 以 , 当 0 委 zZo 所 1] 时 ,级 数 收 敛 ; 当 一 1<<zo< 0 时 ,级 数 绝 对 收 
伍 ; 当 |xz| 这 1 时 ,级 数 发 散 , 故 级 数 收 合 域 为 (一 1,1). 
(3) 对 一 切 x6oE (一 oo, 十 co), 有 


jz lz | /lzo| lzol 
f(r) +1)!1/ ni nl1 


所 以 ,级 数 收敛 域 为 (一 co ,十 cc)， 
例 3 ” 设 对 于 数列 {a,)}, 有 有 限 或 无 穷 极限 lim - 


-| 二 p. 证 


明 : 级 数 >)asz" ,> amnzx", 2) xz"” 有 相同 的 收敛 半径 
证 ”对 点 | Bh 


f ,+1CX0) | _ 

fx) 一 [zo | Plzxol, 
f+1CT0) 人 “ 1 la Gnt1 | 

f(xo) 一 用 a, [zo | — Dizo|， 
ftir) nar [zxo| 一 pl zo 
f, (Xo) 7 十] lal ™? 0 


所 以 , 当 Pp 二 22 时 ,三 级 数 收 钱 半 径 尺 二 0; 当 pp 二 0 时 ,三 级 数 收敛 
半径 民 王 十 cej 当 0<p<ce 时 ,三 级 数 收 伍 半 径 尺 =1/po. 即 三 个 级 
数 有 相同 的 收敛 半径 . 

例 4 确定 下 列 田 数列 在 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 

(1) f(x)=r"e ，7 一 1,2，, 丰 一 [0, 十 co); 


《2 ) f(r) = n=1,2,,D= (0,+ oo); 


Nn 
n? 十 (n 二 2)x 
(3) f,(X) 二 vx 十 1/n’, 在 R 上 ; 
(4) f,(X)=sin(x/n),; 在 RR 上， 
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(5) f(z) 一 - 放 , 在 下 列 区 间 上 : (D[0,1 一 9]; (i)[1 一 6 


1 十 6 ; GiD[L 1 十 6, 十 oo0), 其 中 0 过 6 过 1. 
解 ”(1) 对 任意 xE80, 十 coo), 有 极限 函数 
f(r) = limz’e—"* 一 0， 


lim sup|f,(x) — f(x)| = lim supx"e—"” 之 me "二 0， 
noo 工 和 大 noo ED 


所 以 {f(z)}=={r"e”"*) 在 [0, 十 oo) 上 一 致 收 化 . 
(2) 对 任意 zxE (0, 十 ce), 有 极限 图 数 
1 Ht 
/1(7) = 郊 Fatazr™ 


取 (0, 十 co) 上 的 自然 数列 x, 二 n, 有 


1 
2 


HH*H 


nr nt 0)n >0. 


lim 


HN 亡 


所 以 (f(z)} = [7 寺 5 过 | 在 (0, 十 吕 ) 上 不 一 致 收 钱 . 
(3) Y zER, 有 极限 函数 
f(z) = limf,(r) = lim vx + 1/n’ = |x|, 


|f ,Cx) 一 f(x)| 一 2 ] 2 _ 一 = 1 
PT | EF 


l/n” 1 _ 
yA = 一 之 e ( 取 N = LL1/ej)， 


所 以 ,Ve>>0(e<1),IJ N= [1l/e JEN,Yyn>N,rER, 有 
Vz 二 1 一 |z|| <e. 故 { VE 二 17Y) 在 R 上 一 致 收敛 . 
(4) Y xzER, 有 极限 消 数 
f(r) = limsin (zx/n) 一 0， 
Hj e=1/2>0,V NEN, no>N,xo=noxn/2ER, 有 
[f(x) — f(x)| 一 sin ee | = sin(x/2) = 1 > 1/2. 


所 以 (sin(z/n)} 在 R 上 不 一 致 收敛 . 
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(5)YxE[L0, 十 ce), 有 极限 田 数 
0， 0 三 工 之 1， 
-he TT 二 |]， 


1， 1 过 工 过 十 095， 


. ya 
1 (7) 一 Him 1 x" 


(i)Y rEL0,1 一 6), 有 
sup{ [fC7x) — f(x)|} = sup|5 二 


< (1 一 0" 一 =0， 
< G 一 人 一 。 


所 以 | 二 去 二 | 在 在 [0,1 一 8) 上 一 致 收敛 . 
(ii ) y zE(l1,1 十 G) ,有 


四 
AD 一 AD1= | l = 7 
故 3 sj=1/4>0,VY NEN, mm >>N 和 <zo 一 7 1 十 6) ,使 得 
1 _1i、 1 
[|f, Cro) — f (zxo) | 1 : > 


从 而 知 | 闻 志 去 | 在 dl， ] 十 8) 内 即 [1 一 8,1 十 6] 上 不 一 致 收敛 . 
CQ) YY E16, oo) ,有 


sop{ If (7) 一 7 有 = sup(Ti I< To 0 
所 以 [于 志 在 [1+6, 十 9) 上 一 致 收 仇 
例 5 a 为 何 值 时 ,函数 序列 
f(z) = 2 02 ， 一 2,3,4，… 


解 ” 因 为 户 ,(z) 一 ao 


] 


jnn 
单调 增加 ; 当 ,> 二 时 ,CD 音调 城 少 , 才 zx 一 下 -处 /,(z) 取 


最 大 值 . 从 而 ,极限 函数 
三 (z) 一 lim 7 (zx) 一 0， 


z|， 帮 当 x 之 和 时 ,ff, (x) 


。 9 。， 


sup |f,(x) — f(z)| 


一 max|/j,(z)| = /| | = 一 i Cnn)’ “一 1 
0, a 之 1， 

二 一 1 (nn)! 一 一 好 ° (n 一 一 和 co ) ， 
C 一 0UX< | 


故 当 且 仅 当 a<1 时 ,{( 廊 (z)) 在 L0, 十 ce) 上 一 致 收敛 

本 例 是 用 放大 法 求解 的 . 一般 地 ,放大 法 求 得 的 是 一 致 收敛 的 
充分 条 件 . 但 本 例 中 ,oa 一 max|S.(z) 一 SCz) | , 当 2 一 co 时 oa 一 0 
是 充 要 条 件 . 

例 6 设 f(r) 在 La,5J 上 正常 可 积 , 且 


f(x) = | fa n = 1,2,..., 
证 明 ,; 销 数列 (f,(x)}) 在 [a,b6] 上 一 致 收 全 于 零 . 
证 因为 h(x) 在 [4a,56] 上 正常 可 积 , 故 在 [a,6] 上 有 界 , 即 
I] M>0, 使 得 | (2) | 和 之 M (Y ze [a,b]). 有 
fr) | SOs me _ 0), 


~ 一 QT) 
—])! 


|f ,41C7) | <| | f, (7) | d: 一 | — a)” idr 
, no— 1)1J, 
Mr a)” 


ni 


所 以 , 通 第 有 |f,(z)| 夺 -, 则 


从 而 1f,(z)| 委 二 一 ~(0. 


即 对 zx€E [a,bj],{f,《(z)) 一 致 收敛 于 零 . 
例 7 讨论 下 列 函 数列 {f,(zx)} 在 [0,1] 上 的 一 致 收敛 性 : 


(1) f(x) = (a>0); (2)/, (7x)= 


ax nx 
l+n’x’ 的 


解 (1) f(x) =limT ra 5 一 0, 且 


e 00. 


a Int 


Ut a 
DT mT 


故 V E>0, 刁 N= 二 a/ (2ée), 当 n>N 时 ,VY XE10,1j], 有 
[f(z) — f(r)| < e. 


所 以 ,{f,《z)}) 在 [0,1j 上 一 致 收 合 于 零 . 
(2) 1 (7)= lm 一 0. 又 由 微分 法 可 知 , 当 xz 二 1/n 时 ， 


f,《X) 有 最 大 值 


i 


max ,| f(z) — f(z)|= 1/2. 


I€E[o0. 


所 以 ,f(x) 在 [0， 1] 不 一 致 收敛 . 
例 8 阁 明 数列 (J,(z)}) 在 开 区 间 (4a,5) 内 的 任 一 闭 区 间 上 都 
一 致 收敛, 那么 (jf,(X)}) 在 (a,5) 内 是 否 一 致 收 钱 ? 
解 不 一 定 .例如 函数 列 {z,} 在 (0,1) 内 是 内 闭 一 致 收敛 的 ， 
但 在 (0,1) 内 不 一 致 收敛. 
因为 Y TE (0,1),f(7)=limz"=0, 故 VY [a,6b]C(C0,1). 有 
limsup | f(z) 一 f(x)| = lmmax|z"| 一 ml = (0， 
即 (x"}) 在 [a,6jC00,1) 内 一 致 收敛 .但 在 (0,1) 内 有 
limsup|f,(x) ~— f(x)| = limsuplz”| = lm 天 0， 
好 (zx"}) 在 (0,1) 内 不 一 致 收敛 . 
例 9 证 明 :; 在 有 限 个 开 区 间 7 (一 1,2,…,m) 上 都 一 致 收 


敏 的 函数 列 {f,(z)}), 在 UT; 上 也 一 致 收敛 .但 当 i 为 无 限时 ， 


(f(z)} 在 UT 上 不 一 定 一 致 收敛 
证 当 i 为 有 限时 ,由 于 {f,(z)} 在 I; 上 一 致 收敛 , 则 Y ee 二 0， 
jj NEN, 当 ”> 和 Ni 时 ,VYzE7 ,有 
| 六 CCz) 一 rzr)| < e. 
取 N 二 max{Ni,Nz No , 则 当 z>N 时 ,Y zE Ul, 有 
DaDl<e 
. 9] 。 


即 { 刻 (z)}, 在 UL 上 一 致 收敛 


当 ; 为 无 限时 ,例如 函数 列 | xz| 在 工 一 (一 1 十 1) (= 
1,2,…) 上 极限 函数 /(z) 一 lim 呈 x 一 z, 且 
lim sup | = 1 lim 0, 
"roo rE Hi oo 2 


所 以 ,| 一 z | 在 J，G 二 1;,2,…) 上 一 致 收敛 .但 当 取 x,==n 时 ， 


有 


2 


lim | f(x) — f(z)|= lim “nn—n|= 二 1 > 0,， 


故 函数 列 ( x 上 不 到 

例 10 证 明 狄 尼 (Dini) 定 理 设 函 数列 { 广 (z)) 在 [La ,0 上 
单调 且 收 敛 于 连续 函数 f(z), 若 f(r) (n= 二 1,2,…) 在 [a,6] 上 连 
续 , 则 {jf,(z)} 在 La,65] 上 一 致 收 化. 

证 因为 y xzE[a,6bj, 设 f(r) 之 fr1(7x), 邻 @ (zx) = f(x) 
一 JiCz) 之 0, 则 9(z) 在 La,oj 上 连续 且 单 调 减 少 , 且 VxzE 
[La ,poorCz) 一 0 (2 一 co). 

设 (f,(7)}) 在 [a,6j 上 不 一 致 收敛 于 Fz), 则 wz) 不 一 致 收 
伊 于 零 . 即 3 60 之 0,V mEN,j nm 之 m 及 zm€ La,bj], 使 得 9 (x) 
>Eo. 于 是 ,得 数列 nm} 和 (xn) (zmELa,6bj). 由 聚 点 定理 , {x,}) 至 
少 有 一 聚 点 zo€La,6j, 且 (xs) 有 收敛 于 ze 的 子 列 {TY :xm 一 xz 
及 Bn Xm, )> eo (ko0). 

因为 V n EN,3 kEN, 使 得 nmi 宝 之 n，, 故 VY zw E [ao]， 
有 P(xm,) p(Tn, ) 之 6o 

对 任意 ”考虑 9(Cz) 的 连续 性 ,有 

limg, (zm) 一 (Xo) 之 6 

与 已 知 hmg,(zro) 二 0 齐 盾 . 故 由 反 证 法 确认 {f,(7x)) 在 [a,5] 上 一 


e OQ。 


致 收敛 . 狄 尼 定 理 对 函数 项 级 数 > zx,(z) 也 成 立 . 
例 11 利用 狄 尼 定理 证 明 : 在 10,1j 上 ,函数 列 { 人 (1 十 zy) 人 一 
致 收 仿 于 s=* ,并 由 此 得 出 函数 列 {17|e” 十 (1 十 za)" |) 一致 收 敛 ， 
证 因为 六 (z) 一 ULTTz/na 呈 在 50,1j 上 单调 增加 并 趋向 于 
e”, 而 ee” 在 [0,1] 上 连续 ,由 狄 尼 定 理 , { (1 十 XT/n)") 一 致 收敛 于 
sa | 
又 limf,(z)= liml/Le”” + (1 + zx/n)"] 
= f(x) = 1/(1 十 ez7) 
而 fCx) ~— fz) | 


_|1i+e—e” ~ (tzr/n)’ 
[e*” 十 (1 十 x/n)"](1 十 ez) 


|e 一 (二 zx/n)" [+ |er”1 


< |e 二 +z/n)" | 二 + |e” — 1|—~(0. 
故 (1/Le”* 十 (1 十 Xx/n)"j]} 在 [0,1] 上 一 致 收敛 . 
例 12 证 明 . 设 f(z) 在 [0,1j] 上 连续 , 且 f(1)==0, 则 函数 列 
toCZ) 一 (za 一 1 2 …) 在 10,1] 上 一 致 收敛 . 

证 ”用 分 区 间 讨 论 法 证 明 . 因 为 /zxz) 在 10,1] 上 连续 , 故 3 MM 
这 1, 使 得 Y zElo,1j,lAz)1<M; 由 1)=0 知 ,Ye>>0, SG> 
0, 当 1 一 6 过 x 之 1 时 ,有 |f(z)|<e. 而 当 xE[0,1 一 6] 时 ,有 

[ga Cz)|= | fr)r | MO — 0)". 

又 当 xELl1 一 6,1] 时 , |g,(Cz)|1 <e. 不妨 取 正 整 数 > 
In(e/M) /in (1 一 86), 则 当 n>>N 时 ,有 |g(Cz)|<e 所 以 
(SCZ) 在 L0,1J 上 一 致 收敛 于 零 . 

例 13 证 明 : 若 函数 列 ( 广 } 在 DCR 上 一 致 收敛 于 f, 则 
(| 户 |}) 在 DD 上 一 致 收敛 于 | 了 |. 

证 若 (f,) 一 致 收敛 于 了 , 则 VY e 汪 0,Ij N(e)EN, 当 n 守 N(e) 
时 ,VY xED, 和 恒 有 |f,(x) 一 f(x)|<e. 

因为 |f,《7)| 一 f(z)| 志 | f(z) 一 f(z)|, 所 以 

. O03. 


fn) of | f(r) 一 cz) 
= |f.(7x) — f(x)|<s, 
于 是 ,对 定义 在 DCR 上 的 函数 列 {|f,|), 存 在 函数 1|f| :DR， 
满足 ;V e>0, N(e)EN, 当 n>N(e) 时 ,VY XxED, 恒 有 
[1 六 zxz 一 TAGcz) | <, 
即 {|f|} 在 DD 上 一 致 收 钱 于 |/|. 
例 14 证 明 : 若 (Jf,} 和 {g,} 在 DD 上 分 别 一 臻 收 僵 于 /和 gg， 
刚 ( /十 g) 在 DD 上 一 致 收敛 于 卫士 5. 
证 由 题 设 知 ,Y es>0, AiCe)EN, 当 7) 和 Ne) 时 ,YE 
D, 有 | 态 一 门 <e/2;VY 同一 e 守 0,3 Ne)EN, 当 Ne) 时 ， 
Y TED, 有 1g, 一 g | 过 e/2. 于 是 ,关于 {f, 十 g,};VY e 沁 0, 取 N(e) 
一 max {Ni(e),Ni(e)}EN,, 当 nN(e) 时 ,VY xzED, 恒 有 
(fg) 一 (十 8)| 
一 | (所 一 方 十 (有 一 8 去 | 太一 让 eg 
< e/2 十 8e/2 一 #. 

所 以 ，, {十 g4) 在 D 上 一 致 收 仑 于 /十 g. 

类 似 可 证 , {f, 一 g,} 在 DD 上 一 致 收 僵 于 /一 gp. 

二 、 函 数 项 级 数 的 收敛 性 与 一 致 收敛 性 

负数 项 级 数 的 收敛 性 与 一 致 收 化 性 的 讨论 比 函 数列 的 要 复杂 
一 些 , 方 法 也 更 灵活 . 特别 是 落 数 项 级 数 一 致 收敛 性 判别 ,可 以 用 
定义 、 充 要 条 件 、 柯 西 准则 、M 判别 法 、 阿 贝尔 判别 法 、 狄 利克 雷 判 
列 法 及 由 此 引出 的 其 它 方法 . 使 用 这 些 方法 时 只 有 先 认 真 验证 条 
件 , 才 能 引用 结论 ,防止 出 现 错误 . 而 判定 级 数 不 一 致 收 伍 可 以 用 
疑难 解析 2 中 指出 的 方法 . 

例 15 确定 下 列 级 数 的 收敛 域 . 


1)"x i ba 
(1) De (2) > 车 半生 CT 于 


解 (1)u,(z) = (一 站 


4 。 


当 工 二 0 时 ,limus(z) 不 存在 ,级 数 是 发 散 的 . 
当 工 之 0 时 ,|w(7X) | 和 ~ 六 (4 00). 而 这 zx/n* 当 z+> 1/2 


时 收敛 , 当 XZ 达 1/2 时 发 散 . 由 比较 审 全 法 的 极限 形式 知 , 原 级 数 
在 工 放 1/2 时 绝对 收 敏 .在 0 过 过 天 172 时 不 绝对 收 伍 ,但 


过 全 
nD DT rn tay 
l l 
les 一 nn)” (一 32 十 7 |< 1 
奖 判 别 法 知 , 原 级 数 收 敛 . 
(2) 因为 YzE (一 co，+ 0)， 于 < 1， 所 以 
> oy 为 (- co, 十 090) 内 公 比 lgl 二 1 的 等 比 级 数 ,是 收 


敛 的 . 从 而 原 级 数 在 (一 cc， 十 co) 内 绝对 收敛 
将 3 (zx) 的 项 重组 . 先 对 奇数 项 求 和 ,得 


1 1 
一 :二 Ta TA "Tt | 


1/(1 二 + x) 一 一 工 ? 


一 _ 2 -一 


1 过 17 二 9 
再 对 偶数 项 求 和 ,得 


1 


yarat" tara tr") 


2 2 
| 本 

:_ lr) ~ 1 
1—1/(dd 二 x) 2x 


-一 .之 


于 是 ,级 数 和 函数 S(z) 一 二 -一 于 十 二 一 一 > 
2 十 X* 2 十 式 ? 2 十 ZX 


例 16 证 明 : 对 级 数 之 ;二 ,存在 一 ce 委 r 委 十 co ,使 得 当 z 


反 了 时 级 数 发 散 , 当 工 之 ”时 级 数 收敛 . 
。95 。 


3 也 收敛 . 
因为 , 当 z 之 A 时 ,了 人 一 六 全, 让 : 且 六 全 一 致 收 敏 ， 
| 二 3 单调 减少 并 趋向 于 零 , 故 依 阿 贝尔 判别 法 知 , 原 级 数 在 
(2, 十 co) 上 一 致 收 伍 
骨 证 7 的 存在 性 . 痢 VY x € (一 ,十 0) ,> 各 发 艇 , 则 可 
到 二 十 co( 或 一 co)， 
着 有 zzs E (一 ,十 co) ,使 得 > 八 发 散 ,而 > 从 收 
敛 , 则 知 zi < zz. 令 忆 为 非 空 有 界 集 , 即 
- {2 履 | ， 
有 了 二 infE 存在 . 因为 {x,}CE, 使 对 每 一 zx, 之 r, 且 n 一 00 时 


i 


车工 之 rr, 则 了 xv € ,使 得 z 之 rw 这 7, 从 而 知 x EE 玉 , 即 
> 节 收 化 .车 z+ 之 x, 则 因为 7 二 infE, 从 而 知 z 七 E, 即 了 >) 2 发 
n= ] n=] 


散 . 
例 17 确定 下 列 级 数 在 给 定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 


.了 


(DTT re) 0,1j; 
(2) > 和 也 二 一 co, 十 co); 


(3) > 2 ， 《一 DOD 十 co ) 
及 一 了 


* 90 。 


(5) La 十 co)， 


解 (1) 因为 9,(z) 三 一 一 一 一 ,limsS, (ZX) 二 0, 所 以 ,在 [0,1] 


二 2 
上 级 数 处 处 收敛 于 零 . 又 由 于 
7 -了 .<ztz 了 
SC 一 SG) 一 了 二 2 20 1 十 mr 人 27 


故 Y e>>0, 只 要 取 N=[L17/(2s)], 则 当 2>> 六 时 ,YzELO,1j, 便 有 
1S, 《Xz) 一 0| 志 1/(2n) 过 se. 故 依 定义 ,级 数 在 [0,1] 上 一 致 收敛, 

(2) 因为 VzE (一 00, 十 ce), 原 级 数 满足 菜 布 尼 蒋 条件 , 故 
在 (一 co, 十 ceo) 上 收敛 . 


又 |R, (zx) | 一 


上 一 
> 1) i 


上 二 十 1 

一 
ne 7 十 1 

所 以 lim ,IR (z)|= 0, 


ec 


放 原 级 数 在 (一 ce， 0) 上 - 致 收 全 


n 十 Sin 并 一 


但 是 ,iim | 《一 1)”™! 


(— 1)"™ 


Ty 
n=1 


i 


sinnz 


1 


ne 


(3) 因为 YXE (一 ce， 十 ceo) 和 ?EN, 不 等 式 


< 


恒 成 立 ,县 > J 吉 收 敛 . 故 依 M 判别 法 知 , 原 级 数 在 (一 co, 十 cc) 


上 一 致 收敛 . 


友 十 了 


Hn 于 - 
S (xr) = lim 述 
lim >, 太一 天 二 


工 一 
一 lim| z — | 一 蔗 ， 


NC 


且 =limsup 


zi “on 二] 
必 原 级 笋 在 [1.1] 上 一 致 收敛 ， 
_l1.lyv, 
(5) 因为 二 二 过 -一 二 方 . 当 工 值 取 定时 ， 和 于 > 二 
收 煞 ,所 以 >) 了 于 一 在 (0, 十 ce) 内 处 处 收敛 . 但 是 , 仅 当 > 
[1/Vze ] 时 


l 

Pe 1 +nir | 

从 而 入 与 e 和 zx 前 有 关 , 故 原 级 数 在 (0, 十 oo) 上 不 一 到 收 全 
例 18 ee 


) 于 一 -> rT 7 LO 


(2) > Vn 2 和 
(1) XE (0, 0) E60); ii)xzE (0, 十 co); 


(3) > |1- eos), ze [~$,6| (6 > 0); 


(4) S psintng, 0 过 Zi 过 lA 之 0, (— co, + oo). 


对 一 了 


解 (1)VYzE L0, 1 本 二 二 = 是 确定 的 值 . 对 级 数 部 分 , 因为 


~ 


1 
(Ca 一 1)2” 
而 > 二 二 1 收 贫 , 故 依 M 判别 法 知 , 0 二 一 05 二 襄 
一 致 收 伍 于 是 , 原 级 数 在 [0,1] 上 一 致 收敛 . 

(2) DYVYZEL0, 十 co) 和 aaEN, 有 

oz) 一 Ya2 “Vn2”., 
记 1M,= va 2-2, 则 有 
。 98 。 


1 
|= nT ~ 1 


2 一 一 2- < 1 


TI 
“二 


一 Hl 天 一 本 Om 1 


由 比值 法 知 ,级 数 3*M, 收 伍 ,又 由 M 判别 法 知 , 原 级 数 在 


[6, 十 ceo) 上 一 致 收敛 . 
(ii) 在 (0, 十 cc) 上 ,因为 { wz 2 当 g 一 1/2 时 , 若 取 心 一 
1/nE (0, 十 co), 则 有 
uz) | = Vn2 "= Vn/2> 1/2= 6 
从 而 知 (w(x)} 在 (0,; 十 吕 ) 内 不 一 致 收 钙 于 零 , 故 原 级 数 在 
(0 ,十 ce) 内 不 一 致 收敛 . 
(3) 因为 ,在 L 一 人 ,09j 上 有 


2 个 
SS Fi 


?sin? 邯 | < 


区 
] 一 COs 一 | 一 
nn 


下 
而 > 去 收 钱 , 依 M 判别 法 ,级 数 >)| 1 一 cos 二] 在 [一 8,6] 
(6 二 0) 上 一 致 收敛 . 


(4) 因为 S,C0) 二 > tsin*n0, 则 当 mmx 之 n 时 ,有 
SO 一 SO) | 
一 | 2+lsine( 十 1)0 十 训 +2sint(n 十 2)0 十 十 如 sintzzzlb | 
tf"t!l|sin'(n 十 1)0| 十 rt | sint(a 十 2)0| 十 十 如 | sin’m0 | 
1 
由 题 设 0 二 t 过 1, 故 > jr 收敛 ,其 部 分 和 数列 为 柯 西 数列 . 故 Y 
n= 1 
03jAGEGNIVY7N >7D>>A 信 恒 有 
> 一 > 
k=0 k=0 


所 以 1S,(0) — S,(0) |<&e. 


— £1"+! 十 ft"t2 十 oe 十 站 < 一 -a 


其 中 NN 与 bg 无 天 ,从 而 知 > rsinin0 在 (一 oo0, 十 00) 上 一 致 收敛 . 


+* O00. 


例 19 证 明 : 若 函 数 项 级 数 > ,|f,(zx) | 在 区 间 了 上 一 致 收 


化 , 则 级 数 六 \ 广 (z) 也 在 7 上 一 致 收 化. 反之 ,是 否 成 立 ? 


n= 1] 


Ij,Y > 0,， 


nip 
NE NY n> NDE NY [fi(z) | 过 e, 即 


| 3 £0 |< > hl<e 


=n 十 1 


六 而 ， 衬 CD 在 了 上 一 要 让 级 


反之 ,不 一 定 成 立 .如 谊 , (一 1)”(1 一 zx)x” 在 [0,1] 上 一 致 收 


nn 二 1] 


敛 . 可 用 分 区 间 法 证 明 :因为 
S,.(7T)= > 1I) (1 x)x = (1C— > Xr) 
-ZL 一 ZE1 一 (一 2 
1 十 工 
在 [0,D 上 ， S(z)=limS,(z)=— 


7 ， 并 入 [0 9 1 |. 


《1 一 Xx)(— x)"*! 


] 十 并 
VY XEL1l—e,1] (es>0),YnEN, 有 
SCz) 一 SCz)| 委 (一 zz 扫 1 一 工 生 E 

Y xE€1[L0,1 一 e], 要 使 
IS(x)— SR Dr ee 


当 Xx 二 1 时 ,上 式 也 成 立 , 即 SCzr) 二 一 


1S(z) — 5S, Cx) | = 雪 (1 ret 


ine 


ln(1 十 s) 


jne 


立 , 须 有 na 人 > 一 me 1. 故 当 取 N= 
成 立 ， 中 有 之 地 C1 + Ee) 一 上 故 当 取 AN i 


* 1]00。 


1 | 时 上 


述 不 等 式 成 立 . 从 而 > (一 1) (1 一 Z)z 在 两 区 间 上 都 一 致 收 伍 ， 
但 之 |( 一 DG 一 zz 一 > (一 zz， 


有 ST)=1— x” (zr 1), 
SCz) limS, C7) 一 | 7 
收 a 1， 0 过 工 <1， 


取 s0 一 1/3 盖 0, 则 了 NEN ,J no ,二 zo 三 1] 一 1/noEL0,1), 使 得 
[1S(zxo) — Szo0)|= (1 ~— 1/n)” > 1/3. 
这 里 limt 1 一 1/n)" 二 1/e 这 1/3, 所 以 , 当 no 充分 大 时 上 式 成 立 . 
即 S70 一 z)xz" 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 
例 20 证 明 : 若 函数 列 {(a,)} 单 调 且 收敛 于 零 , 则 级 数 


S a,cosnr 在 La,2x 一 aj] (0 过 a 之 x) 上 一 致 收敛 ,并 由 此 得 出 


> 二 cos 在 La,2r 一 aj] 上 一 致 收敛 . 


n==1 


证 设 U(X) 二 cosnx,v,(X) 二 a,, 当 工 忆 [a,;2x 一 a] 时 ,有 


Em _ |sinG+1/2)r 1 ll1 
| 2coskr| | 2sin (XxX/2) 2 ~ 2sin (zx/2) 二 2 


即 >,zw(z) 的 部 分 和 一 致 有 界 , 而 ww(z) 单调 且 一 致 趋向 于 零 , 依 
狄 利克 雷 判别 法 知 ，> acosnz 在 [a,27 一 a] 上 一 致 收敛 . 
当 a 一 一 时 ,有 了 二 cosnz 在 [a,2x 一 a] 上 一 致 收 伍 . 但 < 


天 0， 因为 二 cosnz 在 [0,2x | 上 连续 ,但 当 Z 一 时 ， 级 数 成 为 


。 101。 


> 上 ,是 发 散 的 , 放 > 二 cosnz 在 (0,) (0 过 过 27) 内 不 一 致 


n= 1 


例 21 证 明 : 函 数 项 级 数 > ja 二 | rer-d 在 [0, 十 se) 上 一 
致 收敛 的 充 要 条 件 是 > ja， 收 化 . 


证 设 w(X) 二 a， | tedt. 
充分 性 ”由 分 部 积分 法 ,积分 n 次 得 
un(ZX) 二 Qs[1 一 (1 十 Xz 十 Xz/2 十 … 十 zx/n)e 人“]. 
令 bl(X)=1 一 (1 十 Xx 二 7X/2 二 十 Tx/nje “， 
则 5b,(z) 在 L0, 十 co) 上 单调 减少 并 一 臻 有 界 . 由 阿 贝 尔 判 别 法 知 ， 


当 > 收 敏 时 , 原 级 数 在 [0， 上 + co) 上 一 致 收敛 

必要 性 没 > 在 [0, 十 oo) 上 一 致 收敛 . 依 柯 西 准则 ， 
Ye> 03 NEN,Ym>n> ND 时 WV z>0, 有 | Dm) |<e 
Sa 


例 22 ”证明 : 若 函数 项 级 数 > ulz) 在 [a,6] 上 一 致 收敛 , 且 


令 工 一 十 co ,考虑 wu,(X) 一 av 得 


< e. 所 以 > ,av 收敛 . 


唤 数 P(X) 在 La ,2 上 有 界 , 则 函数 项 级 数 >》,u,(x)9g(zx) 在 [a ,b 
上 也 一 致 收 钱 . 


证 ”由 柯 西 准则 ,车 > u(x) 在 [a,6] 上 一 致 收敛 , 则 Ye > 


中 十 让 
0,3 NEN,Y n>N 和 pEN,Y xzE [a,b], 有 | Dy ur) |<e 
=n 十 1 


又 对 oz),M>0OVzEfrha;p] 有 |pz)1 < M. 于 是 ,有 
和 102 。 


n 二 pp np 
| SACILED, | = |9(z)| | > wl) | < Me, 
k= 二 十 1 二 十 1 
从 而 知 > u(x)y(zx) 在 [a,5] 上 一 致 收敛 . 


例 23 ”证明 : 若 >,zm(z)，>vu(z) 在 区 间 了 上 一 致 收敛 , 则 


nH 二] 


> [aw,(z) 十 bv,(z)j 在 区 间 了 上 也 一 致 收敛 (a,6 为 常数 ). 


证 ” 依 题 设 , 由 柯 西 准则 ,VY ce 二 0,J NEN,YVnN 和 ppE 
N,y XE1l, 有 


n+p 十 思 
| Dy ur) | < | Dr) | <. 
k=n 二 1 k=n+1 
从 而 得 
n 二 户 
>, Lau, 《XxX) 十 bu, Cr) ] | 


点 一 折 十 】 


np n 二 +p 
= la Dbz) +6 2 vz)| 
k==n 二 I 4 二 n 十 I 


n 二 记 np 
ia > wz)| 二 1 > wz)| 
二 nn 十 1 二 nn 二 1 


< 之 lale 十 |6le = (lal + 16hDe， 


| 


ED 知 > [aCz) 十 bo,(z)] 在 T 上 一 致 收敛 

例 24 证 明 : 若 > ws,(z) 在 (a,6) 内 一 致 收 伍 . 则 适当 加 括号 
后 的 新 级 数 Dw) 在 (a,b) 内 绝对 一 致 收敛 

证 设 了 w(x) 内 在 (a,6) 的 和 范 数 为 SCz), 则 对 6 二 1/2， 


Ij NE N, 当 m> Ni 时 ,Y x € (4a,6), 有 | 2) wlz)|< 1/2. 


£=N,+1 


es。 103。 


Ye 一 1/2) N, CE N ， 当 mm 全 N, 时 ,VY 这 €E (a,b), 有 


>) bz) | 1/21/2 ,对 e=1/2",3 N, €E N, 当 m> N, 


k=N,+l1 


时 ,yzE (asb), 有 | > wcz)| < 12 
4 一 N 十 1 


N, N, +] 
令 m(z) = Pr) v7) = DD) lr) (n=2,3,.), 

t=1 k=N, 十 1 

。 当 11 > 7 时 ,有 

| > mm(z)| < >， | -1 
x 二 nn 十 ] k=n 4 < 

故 Y E>>0, 当 半 充 分 大 时 ， 有 
> vco|< > |w(z)|<< 访 < E. 


依 柯 西 准则 ,|w(z)| 在 (ea 人 内 一 致 收敛 , 即 > w(x) 在 
(4a,b0) 内 绝对 一 致 收敛 . 


例 25 


敛 , 图 数列 tm (x) } 在 7 上 一 致 有 界 , 则 函数 项 级 数 3 Yu,(z) v,(X) 
在 区 间 了 上 一 致 收敛 . 


|,YV £> 0. 


IJNEN,Yn>N 和 pEN,IJrE1l 有 
rlz) | 二 urelz) | 二 二 |urplr)| <e 
又 tn(Cz) 在 了 上 一 致 有 界 , 即 3 M 宝 0,YnEN,YV xE€1, 有 
2Cz)| 委 AM, 所 以 
[ti CT CT) wra TV, aT) + tp TU, 7) | 
wriCrz) | vr Cz) | 十 … 十 utp CT) | | vrs CT) | 
。104 。 


< ( | unt1 (CT) | 十 | wr2 CF) | 十 ，…， 十 unt+s (TX) ] }M 委 Me, 


故 函数 项 级 数 > xs(Cz)u(z) 在 TT 上 一 致 收敛 . 


例 26 证明 ;车 函 数 项 级 数 > ,u(x) 在 区 间 了 上 一 致 收敛 ， 
则 函数 列 {z(Cz)} 在 了 上 一 致 收敛 于 零 . 反之 是 否 成 立 ? 试 举例 说 
明 . 

证 “因为 > ,zw(z) 在 IT 上 一 致 收敛 , 依 柯 西 准则 ,VY 6 之 0， 


A= 1] 


JNEN,Yn>N 和 pEN,yxEI1I, 有 
[ziCz) 十 zz) 十 … 十 zz)|<e. 

当 取 p 二 1 时 , 即 |z+(z)| <e, 知 {z(z))} 在 TI 上 一 致 收敛 于 零 . 

反之 不 一 定 成 立 . 例如 ,函数 列 {zx"/n) 在 (0,1) 内 一 致 收敛 于 
零 . 因 为 ,V e>>0, N 二 [1/e]EN,YV n>N,Y TE (0,1), 有 

| "Ja -一 0 | = |z|"/n < 1 < e， 

所 以 (人 z"/z 在 (0,1) 一 致 收 伍 于 零 . 

但 Y so 王 1/5>>0,YNEN, 了 mm > 和 po 一 mEN,3 zo 一 
1/Y 2 € (0,1) ,使 得 


mt 十 1 mm 十 2 2 


之 0 to 0 
m1 m2 “TT Dn 

2 
mT ll ll 
Nm I F477 


从 而 ,>) 三 在 (0,1) 内 不 一 致 收敛 
从 本 例 可 以 认识 到 :函数 列 fw,(z)} 在 区 间 了 上 一 致 收 傅 于 夫 


只 是 函数 项 级 数 > ,zx(z) 在 IT 上 一 致 收敛 的 必要 条 件 , 而 不 是 充 
分 条 件 . 
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第 二 节 一致 收 钙 的 明 数 列 与 
函数 项 级 数 的 性 质 


主要 内 容 


1. 若 畏 数列 (7,}) 在 区 间 7 上 一 致 收敛 , 且 每 一 项 都 连续 , 则 
其 极限 函数 f(z) 在 TT 上 也 连续 . 
2. 车 函数 列 {f,? 在 [a,6j 上 一 致 收敛 , 且 每 一 项 都 连续 , 则 


| limy, (ZX)dx 一 lim | /. (xz)dzx. 
3， 符 Xo [a,6j 为 定义 在 [a,b65] 上 的 函数 列 {fw 的 收 争 点 ， 


{/,} 的 每 一 项 在 La,bj] 上 有 连续 的 导数 , 且 {f,'} 在 [a,6] 上 一 致 收 
敛 , 则 


(limf,(z)) = lim Lf,(z) 
4. 车 函数 项 级 数 > ju,(z) 在 区 间 [a,6] 上 一 致 收敛 , 且 每 一 
项 都 连续 , 则 其 和 函数 在 [ae,b] 上 也 连续 . 即 
2 (limu lz)) 一 liml Ju, (7)). 
5, 车 函数 项 级 数 > ,zw(z) 在 [a,6] 上 一 致 收 化 ,和 且 每 一 项 都 
连续 , 则 5)| ar)dz 一 | Du)dz 
6. 车 函数 项 级 数 > ,xs(z) 在 [a,5] 上 每 一 项 都 有 连续 导 函 


数 ,zo E [a,6] 为 户 jus(z) 的 收敛 点 , 且 > w(x) 在 [a,6] 上 一 至 
收敛 , 则 


S| (Xdr = | Bn)dr. 
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疑难 解析 


ft， 为 什么 说 和 基数 的 三 个 性 质 ( 连 续 性 .可 导 性 与 可 积 性 ) 关 
于 一 致 收敛 的 条 件 是 充分 的 但 不 是 必要 的 ? 


(nC— 1)z 
全 设 有 函数 项 级 数 | 了 一 了 ;其 
部 分 和 S,(X) 一 于 2 全 一 一 2z 瑟 , 在 [0， 1] 上 和 函数 
: 。 i 
0 


因为 , 当 取 (zx) 二 {1/n}CC0,1) 时 ,有 
n*1/n 1 


lim |S,( (1/n) — S( (1/n) ) |=limTim >0. 


因此 郑 此 吸 数 项 级 数 在 10,1j 上 不 一 致 收敛 . 
但 此 因数 项 级 数 各 项 显然 在 [0,1j 上 连续 , 且 
(1) V xzoELo,1], 有 
lim lim9， (7) limlims, (xX)， 即 0=0. 


Tn MH 人 


(2) | Llims, C2) ldzx = 加 S.C《X)dz, 即 


上 In 人 (1 十 zz) 
1 -|.odz 本 im 1 下 rim 


(3) 多 证 ,此 级 数 各 项 导数 组 成 的 级 数 在 (0,1) 内 不 一 致 收 
全 ,但 y XE(0,1), 有 


oo 一 nz 加 (7 一 1)x’ 
0 一 ”> (2) = [2 | 
= nz (7 一 1)x’ ] 
{lt+tnr 1 十 Ga 一 1 和 
TT Akir (一 1) 一 (有 一 1)27? 
ZL 
* 1]07。 


/ 


2 
1 一 加 并 
二 lim 一 一 一 一 一 > 一 0， 


《十 7 


2. 车 函数 列 {f,(zx)}) 中 每 个 函数 f(x) 在 任 一 zxE€ (a,5) 都 不 
连续 ,是 否 还 会 有 (万 (z) ) 在 (aa,2) 内 一 致 收敛 于 连续 函数 ? 
答 有 .例如 函数 列 (7 Cz) ). 
] /2 ， 为 有 理 数 ， 
人 (7) 一 10， > 为 无 理 数 ， 
显然 ,每 个 广 (z) 在 (一 co ,十 ceo) 内 任 一 点 都 不 连续 ,其 极限 函数 
f(z) 一 limf, (x) = 0,XE€E (— ,+ 0) 
显然 是 连续 的 , 且 
lim sup | f(z) 一 f(z)|= lim 一 一 0， 
即 艾 数 列 {j/(Cz) 在 (一 co ,十 ce) 内 一 致 收 伍 于 连续 范 数 ， 
由 此 可 见 , (f(z)) 一 致 收敛 与 每 个 函数 的 连续 性 并 无 必然 
的 联系 ， 


方法 、 瓜 巧 与 典型 例题 分 析 


利用 本 节 的 定理 不 只 是 能 检验 函数 列 或 函数 项 级 数 是 否 满足 
定理 中 的 关系 式 , 更 重要 的 是 能 由 定理 条 件 ,在 不 求 出 极限 函数 或 
和 上 盟 数 的 人 情况 下 ,由 函数 列 或 函数 项 级 数 本 身 获 得 极限 函数 或 和 
另 数 的 解析 性 质 . 同时 ,在 讨论 问题 时 应 注意 到 ,定理 中 一 致 收敛 
的 条 件 是 充分 的 ( 见 疑 难 解析 1), 因 此 ,有 时 要 从 更 基本 的 定义 来 
考虑 问题 . 

例 1 证 明 下 列 级 数 在 (一 oo, 十 co) 内 不 一 致 收 合 ,但 其 和 也 
数 却 连续 . 


tn 二 1)'x 
0D 2 | TT 
(2) S) (are 一 《2 一 1)ze "Dr }. 

n 二 1 
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证 〈1) 因为 部 分 和 


~ nz (n+ 1) x 
Dn(T) -2 {i 十 nz 1 十 (oa 十 1 入 和 


__T mr "7 
1 二 zx 1 Gn 1)z 1 二 +x (7), 


SCr) 在 (一 ,十 oo) 上 是 连续 的 . 由 于 余 项 

(m 二 1) “zx 
1 Cm 十 1)°x° 
(m Ti 于 到 时 ， ,有 极 值 


NFI "~ 


D 一 > 十 co， 


所 以 级 数 在 x 二 0 的 邻 域内 不 一 致 收敛 . 


(2) So(z) = >) {nze-”” — (nC— Dre dr)= mre ™, 
当 工 天 0 时 > 0, 有 limS.(z) 一 0, 即 
SCT) = limS,(z) 一 0. 
当 工 二 0 时 ,5S(0) = 二 0, 所 以 和 函数 S(z) 一 0 在 (一 ceo， 十 co) 
上 连续 . 由 于 余 项 


ra(X) = S(T) CO— SS, (rT) = Mm Te 一 ma 


r» (XT) = SX) 一 oo(Z) = 


由 极 值 方法 可 求 得 , 当 zw 一 


(Zn) 二 十 


由 极 值 方法 可 求 得 , 当 x 二 二 -大 时 ， ;有 极 值 


-=e-! 一 二 ~ 一 二 09， 


rn(XT) 一 


所 以 级 数 在 x 二 0 的 邻 域内 不 一 致 收敛 . 
例 2 证 明 函 数 项 级 数 >) 三 ln(1 十 wn?z?) 在 [0,1] 上 一 致 收 


敛 ,并 讨论 其 和 函数 在 10,1] 上 的 连续 性 、 可 积 性 与 可 导 性 . 
证 ”对 每 一 nn,wu,(x) 是 [0,1] 上 单调 增加 函数 , 故 
。109 。 


u(x) 二 2 人 (1) = 二 ln(] 十 172), 7 一 1,2,… 


又 当 t1 污 1 时 ,有 1n(l 十 六) 过 1, 故 


mw(z) < ln 十 ze) 之 二 ”一 +L, 并 一 一 了， 2， 


in 


而 > 访 收 笋 , 依 M 判别 法 知 , >) 市 In(1 十 wx?) 在 [0,1] 上 一 到 


收 义 . 
由 于 每 一 u(x) 在 L0,1j 上 连续 , 故 由 连续 性 与 可 积 性 定理 
若 , 级 数 的 和 函数 在 L0,1」 上 连续 且 可 积 . 又 


ZT er 了 上 
n(l1 十 nr’) ~ nT nn? 


un (ZX) 一 


而 > ) 点 收 化, 依 M 判别 法 ,了 uw Cz) 在 [0,1] 上 也 -一致 收敛 . 圾 
依 可 导 性 定理 知 ,S(z) 在 L0， ]] 可 导 ， 

例 3 证明 :级 数 5) -L222 在 (1, 十 co) 内 连续 

证 ”对 此 类 问题 ,可 以 先 考虑 开 区 间 的 一 个 内 闭 区 间 [c,d]， 
再 扩展 到 整个 开 区 间 . 


令 u(z) = ,b,x) = 
人 


人 十 2 在 [a, 十 coy (a 计 1) 


上 有 二 过 i, 而 六 二 收 伊 ,从 而 由 M 判别 法 知 , > ) -二 
ja) 上 到 收 全 ,又 由 于 


0 过 HU+tnr) nr 
ni i 
令 y(0 一 QH , 骨 
i Dn Li-(—t) 
yt) 上 (1 十 并) ~ tr(l 二 2) ~0 (之 2). 


所 以 (5b,(ZX) ?单调 减少 且 一 臻 有 界 (n 之 2). 由 阿 贝 尔 判 别 法 知 ， 
。 110。 


HE 十 72 在 [ae, 十 co) 上 一 致 收 全 而 一 十 mr: 在 


nr 


者 一 出 


[ae ,十 co) 上 连续 , 依 连续 性 定理 知 , 级 数 > ， 的 和 函 


数 SC(X) 在 la, 十 c2) 上 连续 .由 a 的 任意 性 可 以 得 出 :SC 在 
(1, 十 ceo) 内 连续 . 


ntl 二 nx) 


, _ er 2 
例 4 设 f(r)== >》， 37 COSNAZ , 求 limJ (xz). 


解 ”因为 z 一 1, 故 讨论 z 王 1 的 邻 域 ,不 妨 设 ZE (0,2).V 7 
EC N,vy 洲 E (0,2), 有 


ni 


BCOSANAT ] < 


当 二 0 时 ,上 式 也 成 立 , 而 | 村 | 收 化, 依 M 判别 法 知 ， 


1 -一 


>) cosnnr: 在 (0,2) 内 一 致 收敛 . 而 级 数 每 一 项 在 (0,2) 内 都 连 


二 心 


续 , 故 依 连 续 性 定理 知 ,f(zx) 在 (0,2) 内 连续 ,所 以 
dm (7) =lim 2 Sicosnnz’ 一 之 lim Ficosnnx’ 


-> _3 
3 4 
例 $ 证明. 
(2 十 1) 六 ， 
(1) > 1 一 了 卫生 汉 | 可 以 逐 项 积分 ; 


(2) S) {nze—"™ 一 (2 一 1)ze-e-5z 不 可 以 逐 项 积分 . 


证 (1) 由 例 1 知 ， 3 (7) = 二; 则 
_f_ z+ 
| scodz 和 | 1 十 。 加 2 1] 二 ar 
° 人 7 Cr 十 1)z 
| se?dz -| | 二 zx 1 二 (m+ zd 


11l]。 


ii lto ll in 上 十 Co 十 T) 
2 1 十 ca 2(2 十 1) 1 十 Gm 二 1)ia’ 


即 lim | SCzydz = | I lim S$, (Cz) Jdz = | scodz 
由 例 1 知 ,级 数 不 一 致 收 伍 ,但 可 积 性 成 立 ， 
(2) 由 例 1 知 ,SCz) = 0, 故 | SCz)dz 二 0, 目 


b 6 2 ] 2 2 
| sscz)dz =— | mzxe ”dr 一 ple ™ —e ”). 


当 z 一 0,6 二 0 时 ,| SCz)dz > 0, 即 
lim | So(z)dz x | LlimS,Cz) Jdz, 
本 例 再 次 说 明 , 级 数 一 致 收敛 是 未 项 可 积 的 充分 条 件 而 不 是 
必要 条 件 . 
例 6 证 明 : 黎 曼 函 数 ( 当 户 >>1 时 为 p 级 数 ) 


(XT) 一 > = 


n==1 


在 (1,°) 内 连续 且 无 限 次 可 导 ， 
证 级 数 当 z>>1 时 收敛 ,再 来 证 级 数 一 致 收敛 . 为 此 ,只 需 
证 级 数 中 各 项 导数 组 成 的 级 数 一 致 收敛 . 


= 一 > 吾 , 所 以 当 足够 大 时 ,有 
] lnn 1 


-一 一 一 一 和 一 一 一 一 一 -一 < 一 一 一 一 -一 一 
n° 7 9+ 1)72 n 42 一 1)72 j7 (2 十 1)72 


a 十 1 


由 于 4a > 1, 即 “5 一 > 1, 于 是 级 数 >) -nz 收敛 , 依 M 判别 法 


知 ,| > 去] 一致 收 但 . 即 和 函数 YCz) 连续 且 逐 项 可 导 , 且 由 < 的 


任意 性 知 , 在 (1,ce) 内 有 
。112 。 


~ lnn 
C (Xx) 一 一 证， 


| 


以 上 讨论 可 以 无 限 地 进行 下 去 ,因而 对 任意 正 整数 人 ,连续 的 
函数 项 级 数 > “22 收敛 且 一 致 收敛 , 即 各 阶 导数 组 成 的 级 数 一 
致 收敛 . 故 #(z) 无 限 次 可 导 , 且 有 

5w(z) = (一 > Cn 
例 7 设 贝 塞 尔 (Bessel) 函数 
《一 1) 
bn(X) 一 2 二 年 区 二 《za 十 72)1221 12 7) 172 ) 


证 明 : GD)[zB(z)] 一 B11(r); 
(2) | zx ”B,Cz) ] ~——7r"B,+ri(r); 


Wi 2 


二 
到 ( 工 舌 0)， 


(3) B's(z)=—5 [B17)— Bti(z)]; 


(4) B(x)=5 [B17)+ Bari (7)]. 


证 ”因为 数 项 级 数 了》) i 绝对 收敛 ,所 以 对 任何 


《一 1)” " 
N ,级 数 na 也 绝对 收敛 . 依 M 判别 法 知 , 贝 
塞 尔 畏 数 瑟 .(z) 一 致 收敛 ,其 各 阶 导数 也 一 致 收敛 ,. 故 在 
(一 ceo， 十 ce) 内 可 以 逐 项 积分 或 逐 项 可 导 . 
| 二 《一 1Y)” 2 二 27 | 
DD [ae 一 加 [机 下 DT 区 


-5 《一 ] 六 2(m 十 n) 全 2m 十 2 一 1 
Cm 十 n) 17212nT2 


NY)" 


(— 1)” 个 十 2n 一 1 
TT > rr = 7 bm CT). 
A (C1) zx” 1 
(2) [zz B. (zx) | = pe 十 1)1721 | 


113。 


2n—1 


_ (— 1)"2n zz 
mn 2 


nr 人 0 


oo (一 1 )” T (Cm 二 1)+2(n——1) 
2 TAI emi? 
mm 十 1 十 2n 


= Tr "Bb,r (Xz ). 


_n (— 1)" 并 
本 之 ， EE 2 
(3) 将 题 (1)、 题 (2) 结 果 组 全 ,得 


mx” iB, (7T) 十 zB, (x) = x"B,_1 (xX), (D) 
1” mx” 1B,(x)++ x "BB, (rz) =— x ”BB,,i(7r), (2 
式 Q 中 \ 式 名 分 别 乘 以 xz-” “和 zx” ,得 
mB, (x) + zB, (Tz) 一 工 B CT)， (3) 
1” mB, (zx) rTB, (rT) =— TB,1 (xX). (4) 


将 式 @、 式 @ 相 加 ,得 B's(z)=3 [B(x)— But) 
(4) 将 式 回 、 式 引 相 减 ,得 
RB Cx) = LrB, Cr) + Bs Cx) 
ys 2 
例 8 证 明 : 逐 项 可 积 性 的 条 件 可 以 为 > u(x) 一 致 收 化 ， 
ws (TXT) nN 一 1 2，… ) 本 积 . 
证 对 [a,5j 作 分 割 工 , 设 I 为 械 的 第 1 个 小 区 间 ， 
一 Sup jz 7) 一 (CT )| 是 SC(r) 在 [a,5j] 上 的 振幅 . 由 于 
> mw(z) 在 [ae, 拉 上 一 致 收 往 于 SCz), 所 以 WY se>0,3 NEN, 使 得 


[Su(Cx') — SCx')| < e/f3C6 — a)), 
[Sw(7z") — S(z)| < e/[30 ~ a)l. 


k=1 
0 时 ,有 
D5)Ar; < 二. 


一 】 
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其 中 oj(S,) 是 ,9,(Cz) 在 关 上 的 振幅 . 于 是 ,VY zz ET, 有 
上 9(z) 一 SOzI 委 |SGz) 一 wz )| 十 |SvwGz) — Snr") | 
十 ]9Nw(GzZ ) 一 (CCZ)| 


< + oS) + sp 
= sp + oS,). 
从 而 DAr< ja 十 > wsmAz 
~ Se 十 5 一 6， 


例 9 设 人 ziC (0,1), 且 (x,} 中 元 素 两 两 互 不 相等 ,讨论 


f(z) = >) 1 在 (0,1) 内 的 连续 性 . 


nH 二 1 
sgn(x 一 


解 ” 设 (7) 一 9 一, 则 |f/.(z)| 过 直 . 由 于 > 兴 
n=] 


收敛 , 依 M 判别 法 知 ,fCz) 二 >/.(z) 在 (0,1) 内 一 致 收 全 
当 工 天 TiG 一 1 2 …) 时 ,f(z) 在 (0,1) 一 (zs 上 连续 , 且 
SM,4z) 一 致 收 合 , 故 f(z) 在 (0,1) 一 {x,) 上 连续 . 当 z 二 时 ， 
加 
Fr = AD 十 Sl). 


nO 二 ] ,nS 
由 于 fi(x) 在 点 Zz 不 连续 ,而 》， f(x) 在 点 zx 连续 ( 当 n 关 上 时 
f(z) 连续 ，>>， f(z) 一 致 收敛 ) , 故 点 f(x) 在 点 x 不 连续 .由 


上 1 二 ] .用 洋 去 


Xi 的 任意 性 知 ,f (zx) 在 {zx,}) 的 每 一 点 不 连续 . 
所 以 ,f(x) 在 (0,1) 一 {z,} 上 连续 ,在 点 集 {zx,} 上 不 连续 . 
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1 x 了 7 
例 130 设 f(z) 一 二 tan 地 7 十 22tan 7 十 … 十 ortan 7 十 


(1) 证 明 f(x) 在 [x/6,x/2] 上 连续 ; (2) 计算 [fodr. 
解 (1) 因 为 去 tan 至 在 [x/6,r/2] 上 连续 , 且 


0<< 六 tan 或 坟 tan| 了 | 和 xitan 工 一 方 


区 了 | 科 了 六 | 
而 也 页 收 售 , 依 M 判 别 法 知 ,>) 去 tan 寺 在 [r/6,m/2] 上 -一致 履 
敛 . 故 f(z) 在 [r/6,r/2] 上 连续 . 

(2) 由 jz) 在 [r/6,r/2] 上 一 致 收敛， 且 了 二 tan 三 在 
[wx/6,7/2] 上 连续 , 故 

Foe Bl hen Be ~ Dl] 


?1 二] ! AD 


一 Dln | cos 一 一 COS | 
< 一 2" .6 2 .2 


人 区 
COS COS "COS 


7 i 
2°6 2 。6 2 *°6 


/2 


而 5， =ln| 


=In| 


9"s1n 一 sin | | 2Sln i 一 
6 2 .2 2" .6 2 


/ae 
2 2 2 2L2 6 | 2 


x/2 3 
所 以 | f(z) = In 3 
例 11 证 明 : 若 肾 数 f(x) 在 R 上 有 任意 阶 导 函数 , 自 函 数列 
(f(zX)}) 在 R 上 一 致 收敛 于 p(Cz), 则 g(x) 二 Ce* (C 为 任意 党 
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数 ). 
证 因为 yY XER, 有 FT) =limf " (zr). 


又 11"(X)}) 满 足 定 理 条 件 ,V zER, 有 
9 (Xx) = lim/ "(zx) = PCZ)， 
BY xER,G (rT)=9(rx). 设 F(zr)=9p(x)e ",Y rER, 有 
F'(r) = dr)e — pr)e = | (7r) — ox) Je "= 0, 
从 而 ,VY XER,F(X) 二 C (CC 为 常数 ). 故 
plz)e “二 CC 或 MXZ) 一 Ce 7. 
例 12 了 验证: 
1， XEQ, 
0， ZER 一 Qi 
l,， XEQ, 
0, XER— 0Q. 
证 (1 ) 当 EQ 时 , 设 T= 二 pjp/g, 其 中 g EN,pEZ, 当 和 
之 9 时 ,m1!p/g 二 上 是 整数 ,有 
cos2 (Ma 1XT) = (coskn)” = 1,， 


于 是 limlim[cos (m! zxr)2 |=1. 


— CoN 中 


当 XER 一 QQ 时 ,mr! zz 总 是 无 理 数 ,有 
[cos Clrz)| < 1 
所 以 lim jimlcos(z zxr) 2 一 0. 


(1) ljimlimfcos (rm! rz 一 | 


(2) lim > sin: On 1nx)cos” (m1nx) 一 | 
=0 


Hi OD 
| 


(2) 当 EQ 时 , 设 ZT 二 p/g, 其 中 q=N,pED. 当 m 之 q 时 ， 
ML p/g 二 上 是 整数 ,yY nEN, 有 
sin’ (mInr)cos” (mlnr) = sin:kncos”"krn = 0， 


Le | 


于 是 lim > sin? (nm {xx)cos” (m!nz) = 0. 


fi—* OO 
为 二 必 


当 xXER 一 Q 时 ,m! rz 总 是 无 理 数 ,有 
cos (za Jrxz)| 之 1, 


从 而 > ,cos2 (mr 1 rz)] 收 伍 , 且 


片 一 疙 
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Scos” (m1nz) 1 
一 - ] 一 cos (za 1TX) sin’ (mr) 
则 lim > ,sin3 (m1nx)cos” (mi1nz) 


ri— Ce 
条 一 由 


= linmnsln (m!nz) > ,cos2 (m1!nz) 一 1 . 


hy 
用 一 心 


第 三 六 硕 级 数 


主要 内 容 


1. 由 寿 蜗 数列 (a,《x 一 xo)") 构 成 的 销 数 项 级 数 


Yjarlx -一 交 一 到 -i ai(x 一 一 Xo) 十 ad, (x 一 一 To) 一 ve 
n= 人 0 


十 QZ 一 Th) 十 
或 Ser 二 Qo 十 4 十 Qo 十 十 x 十 
着 级 数 是 汪 数 项 级 数 中 的 一 类 ,以 下 所 指 寡 级 数 均 为 


2. 阿 贝 尔 定理 车 寡 级 数 在 zx 一 zo 尖 0 收敛 , 则 对 满足 不 等 
式 jzj 和 |zo| 的 任何 , 寡 级 数 收 敛 且 绝对 收敛 ;车 寡 级 数 在 二 一 zs 
发 散 , 则 对 满足 不 等 式 jzjl>>1zo|l 的 任何 z, 寡 级 数 发 散 . 
笑 级 数 的 收敛 域 是 以 原点 为 中 心 的 区 间 , 设 其 长 度 为 2R, 则 
称 R 为 者 级 数 的 收敛 半径 ,( 一 尺 ,R) 称 为 寡 级 数 的 收敛 区 间 . 
3. 兢 级 数 收 伍 半径 的 求法 
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| a， 


(1) 比 式 法 :lim 一， 


a, 
(2) 根 式 法 :lim | la, | = 0; 


(3) 柯 西 -哈达 玛 (Cauchy-Hadamard) 法 ;lim / la,|=%. 

当 0 过 zp 过 十 oo 时 ,和 瞪 级 数 收 敛 半径 R= 二 1/p; 

当 p= 二 0 时 ,之 级 数 收 敛 半 径 R= 十 00; 

当 po 一 十 ceo 时, 朝 级 数 收敛 半径 R==0. 

4. 寿 寡 级 数 的 收 伍 半 径 为 RCR>0), 则 在 其 收 伍 区 间 ( 一 民 ， 
及 RD) 内 任 一 财 区 间 La,o 上 震级 数 都 一 致 收敛 . 这 种 收 伍 称 为 内 闭 
一 致 收 伊 . 

5， 阿 贝尔 第 二 定理 ” 若 罕 级 数 的 收敛 半径 为 RCR 汪 0), 且 在 
7 二 RR( 或 += 二 一 R) 时 收敛 , 则 大 级 数 在 [0,R]( 或 [一 R,0]) 上 一 臻 
收 伍 . 

6. 三 级 数 的 和 孙 数 是 (一 R,R) 内 的 连续 消 数 , 若 短 级 数 在 收 
伍 区 间 的 左 ( 右 ) 端 点 上 收敛 , 则 其 和 函数 也 在 该 端点 右 ( 左 ) 连 续 . 

7， 寿 级 数 逐 项 求 导 或 逐 项 求 积 后 所 得 寡 级 数 与 原 寡 级 数 有 
相同 的 收敛 区 间 . 

8. 设 了 为 蜘 级 数 在 收敛 区 间 ( 一 R,R) 内 的 和 也 数 ,x EE 
(一 RR,R), 则 


(1) 了 在 点 x 可 导 , 且 f(x) 一 》Wna,r”!，; 
n= 二 |] 


全 2 十 


(2) /在 [0,z] 上 可 积 , 且 | f(t)dt = >) 


n=l 二 l 

萎 级 数 在 收敛 区 间 ( 一 下 ,R) 内 的 和 函数 在 (一 R,R) 内 具 

有 任意 阶 导 数 , 且 可 逐 项 求 导 任意 次 . 寡 级 数 的 系数 与 了 在 过 一 0 
的 各 阶 导 数 有 如 下 关系 : 


(Cn) 
ao = f (0),， a = 4 0) 


1 ， 12 一 1 2 
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即 若 寡 级 数 在 (一 尺 ,R) 上 有 和 函数 f, 则 短 级 数 由 f 在 xz 二 0 的 村 
数 惟一 确定 ， 


9， 窒 级 数 了 asv' 与 3 br' 在 zx 一 0 的 某 邻 域内 相等 , 当 且 


仅 当 dd 一 b, (n 一 0,1,2,.) 时 ， 


10. 设 寡 级 数 > ,asz” 和 > ,pz 的 收敛 半径 分 别 为 Ri 和 R,， 
则 有 


(1) AS Var 一 Yy hasrr， Iz| < RR; 
n=0 n=0 


(2) a Sar 十 33 = Dlaa, 十 Bb)x’, |zx| < R; 
n= 二 0 中 一 站 n= 人 0 


Ce CO 下 


(3) | > ,am 67 = Der |r| CR, 其 中 


为 一 站 手 一 -站 天 二 他 


Rk 一 min{R,,R,)} 3 一 > ,ax 


开 一 站 


疑难 解析 


1. 求 寡 级 数 的 收敛 域 有 哪些 常用 方法 ? 

答 ”收敛 域 与 收敛 区 间 不 完全 一 致 . 收敛 域 除 包 括 收 敛 区 间 
外 ,还 可 能 包括 收敛 区 间 的 一 个 或 两 个 端点 . 因此 , 求 寡 级 数 的 收 
敛 域 常用 以 下 方法 : 

(1) 先 用 公式 求 出 jasz" 的 收 伍 半径 , 求 得 收 伍 区 间 , 再 讨 
论 级 数 在 收敛 区 间 端 点 上 的 敛 散 性 ,最 后 求 出 赛 级 数 的 收敛 域 

(2) 作 变 量 代 换 y = YCz) ,将 级 数 化 为 震级 数 > ay ,讨论 
> ,asy 的 收敛 域 ,从 中 求 到 原 级 数 的 收敛 域 

(3) 将 级 数 表 示 为 几 个 级 数 的 代数 和 ,分 别 求 各 级 数 的 收敛 
域 , 则 它们 的 交集 即 为 原 级 数 的 收敛 域 . 
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(4) 缺 项 级 数 可 以 用 补 项 或 一 般 函 数 项 级 数 的 方法 处 理 . 
2. 为 什么 阿 贝 尔 定理 是 研究 圳 级 数 钱 散 性 的 一 个 基本 定理 ? 
如 果 宕 级 数 y \a,(z 一 2) "在 zx 一 0 收敛, 那么 , 它 在 z= 3 可 能 发 


散 吗 ? 

答 阿 贝 尔 定理 把 确定 一 个 震级 数 的 敛 散 性 问题 归结 为 确定 
寡 级 数 在 一 个 点 的 伍 散 性 问题 . 定理 指出 ; 若 圭 级 数 在 点 工 一 z 
(zo 天 0) 收 敛 , 则 对 一 切 适 合 1lz|1< lzo| 的 xz, 震级 数 绝对 收敛 ; 若 
震级 数 在 zx 二 zx。 发 散 , 则 对 一 切 适 合 |z| 之 |zo| 的 xz, 震级 数 发 散 . 
因此 阿 贝 尔 定理 又 称 为 罕 级 数 的 敛 散 性 定理 . 


若 宕 级 数 > (Xz 一 2)" 在 z= 二 0 收敛 , 则 依 阿 贝尔 定理 , 突 级 
数 至 少 在 (0,4) 内 绝对 收敛 . 因此 ， 不 可 能 在 z==3 发 散 . 

3. 若 蛙 级 数 > )osr' 在 x = 一 4 条 件 收敛 ,其 收敛 半径 应 为 多 
大 ? 

答 由 阿 贝尔 定理 知 ， 车 之 ent 在 zo 关 0 收 僵 , 则 对 


[xz| < zol， > or 绝对 收 全 显然 , 一 4 关 0, 所 以 ， Dar 在 
|z| 二 | 一 4| = 4 绝对 收 全 帮 收 敛 半径 尺 之 4. 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 例 题 包括 三 个 方面 :一 是 求 赛 级 数 的 收敛 半径 与 收敛 域 ， 
这 可 以 利用 公式 或 疑难 解析 ] 中 指出 的 方法 求 出 ;二 是 求 宕 级 数 
的 和 函数 ,这 主要 用 笑 级 数 的 性 质 来 求 ; 三 是 寡 级 数 的 运算 , 主要 
研究 生成 的 帘 级 数 的 敛 散 性 ,这 方面 的 难度 较 大 ,我 们 只 能 举 几 个 
例子 说 明 . 
一 、 大 级 数 的 收敛 半径 与 收敛 域 
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例 1 求 下 列 级 数 的 收敛 半径 与 收 伍 域 : 


(1) > ， 二 (2) DD" (p> 0); 


片 一 工 


| ， — ] TXT 2 
(3) 之 i 人 2 tm | 2 | 
《22 CC— 1)11 ， (一 1)”™ 7 
(1+ > oy Ch; (0 > ha 
(7) > (8) 六 一 一 2 


n= ] 下 一 | 


解 本 例 用 公式 直接 求 出 收敛 半径 ,再 讨论 区 间 问 所 ,确定 


收 往 域 . 
(1) lim tt 一 lim 一 二 T In(n + 2) 一 ], 故 大 级 数 收 化 


lncn 十 1) 
半径 二 1. 


当 工 一 1 时 ， 级 数 为 下 人 二 全 若 令 /(z) 一 下 人 L 二 
则 a， 一 (2 ) ， 因为 (x) 在 (1， 十 co) 上 上 连续， 韭 负 且 单 调 减少 ,有 


| fndr=) ar >| Mt Td 
1 1 , 1 ] 十 工 


十 < 


一 二 lnz(1 十 xz) 
2 


一 十 OO, 


十 co 
让 | 9 二 r) 


1 


dz 发 散 . 由 积分 判别 法 知 , > ) 4L 十 2 发 散 


当 工 二 一 1 时 ,级 数 为 了》)( 一 1)" 了 9L 土 四, 依 某 布 尼 茨 判别 


法 知 , 级 数 收敛 . 
因此 , 笑 级 数 收敛 域 为 [一 1,1). 


[as+l| 


(2) lim -二 = lim| 二 | 一 1 故 赛 级 数 收 伊 半径 为 1 


。 122。 


当 工 一 1 时 ， 级 数 为 (一 1 让 .因为 二 > 刀 二 -57, 依 东 
布 尼 茨 判别 法 知 ， 级 数 收 全 


当 并 一 一 工时 ,级 数 为 > (一 TD 六 (一 >, 


p > 工时 ,级 数 收敛 , 当 0 二 p 志 1 时 ,级 数 发 散 
因此 , 当 户 之 1 时 ,收敛 域 为 [一 1,1]; 当 0<< 二 1 时 , 收 伍 域 
为 (一 1,1|]. 
,eae 


ri 


，, 依 斯 特 林 公式 知 


1 ] ] 
> 。 。 
nA v2n 1 


l 


PNAne " . n” 


因为 >) 一 发散 ,所 以 >) 二 | 己 | 发 散 


当 x 一 一 1 时 ,级 数 为 >)( 一 1)" 二 | 迄 | .因为 二 


ni 


| 


1 ”Ee 加 
广 二 下 0, 且 省- 一 0 于 17%)*1, 依 莱 布 尼 菊 判别 法 知 ,级 数 


收敛 . 
因此 , 宫 级 数 收 敛 域 为 [一 1,1). 


| a， ,+1 | 1 ] 1 
C4) Ei =lim| /1 
es |a, | Im cant Der/ (Con 1 2 


第 级 数 收 敛 半径 为 2 .|x 一 2| 二 2, 即 0 二 x 二 4. 
当 工 二 0 时 ,级 数 一 定 收敛 ; 


当 工 一 4 时 ， 级 数 为 > 元 元 二 了 ,级 数 发 散 ， 


因此 ， 宕 级 数 收 伍 域 为 [0， 4). 


im ti en 。 《22 
(5) lim |a | = mont2)rr (2n—1)1! 1 改 笑 级 数 收 
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伍 半 径 为 1 


OZ) 一 ] 十 >) re, | < 1， 


‘Al 1"3， 《2 一 1)11 ， 
S'(z) 二 地 十 27 十 十 (ony 
将 上 式 两 边 同 乘 以 (1 一 z), 得 微分 方程 


(1 — z)S'(r) = F507), 月 (0) = 1,， 


nT"! 十 "nn, 


dS(z) dr 
分 离 变量 ,得 SCr) 201 一 站 )， 
两 边 积 分 ,得 SC 一 -天 二 ，Izl<1 


因此 , 硕 级 数 收敛 域 为 (一 1,1). 


(6) lim nt lim : 一 1, 故 客 级 数 收 化 半径 


To] ntvn 

为 1. 

当 工 一 一 1 时 ,级 数 为 》\(- 1)2r1 -1 一 ,显然 发 散 ; 当 

n=1 7 十 Vn 
(一 1) 
二 ] 时 ， 
并 这 二 V 地 为 级 数 . 
. ol nn 二 3)*3” _1 
(7) lim |a, | = lim (7 十 2) » 37t1 一 3 ; 改 各 级 数 的 收敛 半 


径 为 3. 
当 工 一 3 时 ,级 数 为 > 二 十 5, 显然 发 散 ; 当 工 一 一 3 时 ,级 数 


> 二 ee - 是 收敛 的 交错 级 数 . 因此 , 寡 级 数 收敛 域 为 [一 3,3). 


刑 二 遇 


|a， Jastil 3 十 (一 2)"+! nn 
(8) 1 =lim>— “一 .一 -一 一 
) aT |a, | neo 十 了 3 十 《一 2) 3 ， 必 


大 级 数 的 收敛 半径 为 1/3. 由 |x 一 1| 二 1/3, 得 2/3 二 x 二 4/3. 
.124， 


当 工 一 2/3 时 ， 级 数 为 > < 一 二 203) ， 其 中 > 5 一 


| 


为 收敛 的 交错 级 数 . 依 比值 法 知 , > 2L3) 收敛 , 故 级 数 在 z = 
2/3 收敛 
当 一 4/3 时 ,级 数 为 >) + 一 < 人 ,其 中 也) 二 发 散 ,而 


SY) "52/3 收敛 , 故 级 数 在 xz = 二 4/3 发 散 . 
例 2 家 下 列 级 数 的 收 化 半径 与 收 全 


(1) D2 一 XT)”; (2) > 


(3) S) 一 - 二 | 地 守 | ， (4) >)|i 十 二 | e ™; 


n= 二 1 Hn 


3 一 2 


“ 革 [ 浊 寺 " 


1 十 2 十 十 50" [11 一 |” 
(5) > es 


解 “本 例 先 需要 进行 变量 代 换 , 再 讨论 收 伍 半 径 与 收 伍 域 
(1) 令 y = 二 x(1 一 xz), 化 级 数 为 Zn2"y". 由 于 


lon! Ct Dat 


Zn ? 
n=oo |C， Nn-* oo n2 


故 jn2”y" 收敛 半径 为 1/4. 


由 2 


4 2 2 
当 y = x(1 一 z) = 土地 时 ， a 二 | ,显然 发 
散 . 因此 , 原 级 数 收 伍 域 为 一 1,1+t V2 
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(2) 令 y 一 3 二 过 ,化 级 数 为 >)| sin >". 由 于 
.as sinll/(C32 十 3)] _ 
lim la, | = Jim sin(1/3n) !， 


族 >) 


n= 1 


sin 号 > 收 伊 半径 为 工 


3 十 工 
3 一 2 


二 1 解 得 z<< 0 或 工 盖 6. 
当 工 = 二 0 时 , 原 级 数 为 》,sin 3， 由 比较 法 的 极限 形式 知 


sin 击 | | 去 = 1 说明 级 数 与 > 十 同样 发 


当 工 一 6 时 , 原 级 数 为 (一 1)"sin 志 , 是 收敛 的 交错 级 数 ， 
因此 , 原 寡 级 数 收 敛 域 是 (一 ce,0) U [6, 十 20). 


l 


lim wa | = lim V1/n YN) = tie “ti) i 一 ] ， 


放 级 数 收敛 半径 为 1 


(3) 令 三 大 六. 由 于 


当 y 一 1 时 , 豚 数 为 > 三 二 .因为 > 一 2 收 敏 ， 


nn 
单调 有 界 , 故 级 数 收敛 . 
—" 1 ] 
二 一 ] ,2 。 n>o0F 4 全 -~ 
当 y 时 级 数 为 2 - 一 因为 当 时 ，- -天 


二 , 故 级 数 发 散 . 


由 一 1 二 y 达 1 得 ,一 1 二 一 < 1, 解 得 z 之 一 二 和 < 


了 并 去 
过 一 1. 因此, 原 震级 数 收敛 域 为 (一 co, 一 1] U (一 计 ， 十 co)， 
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(4) 令 e- 一 y 化 级 数 为 > (1 十 1/n) 一 光 . 因 为 


lim VY la,| = lim( 1 二 1/n) "= 1/e, 
故 级 数 收 敛 半径 为 @. 
当 y 一 。 时 , 级 数 为 >)|1 十 广 | e， 其 通 项 一 


[可 于 7 | 一 一 0, 级 数 发 散 


当 y 一 一 时 ,级 数 为 >)| 1 十 元 | 一 e”, 其 通 项 b, 0, 


级 数 也 发 散 . 
由 一 e 二 y 过 ee 得 , 一 ee 之 e "< 之 e 坟 0 之 e "之 ee 入 一 1 过 
工 近 十 oo. 因此, 原 喻 级 数 收敛 域 为 (一 1, 十 oo). 


" 21” 491” Ni oo 
(5) 由 1 去 上 二 | 让 +… 十 | 5 1< 50— 1 
及 Yn 一 >]1, 有 
lim w |a, | 
= lim /+t + 5 


-my (5) + (0) + + (80) +1=s0; 
而 D+ tt 
收 煞 ,所 以 了 二 全 二 一 二 50 在 [一 页 , 南 ] 上 收 人 
由 一 订 委 于 二 天 < 苛 解 得 条 入 xz 入 好 3, 因此 ,者 级 数 收 全 
wa[- 各 呈 
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例 3 确定 下 列 客 级 数 的 收 伍 半 答 与 收敛 域 : 
xX”; (2) > [二 六 十 证 ze 


n= 二】 


(1) > > 十 《一 1)” 十 sinn 


(3) > | 十 Es a> 0,6>0. 
六 一 


解 。” 本 例 级 数 均 可 分 解 为 两 个 级 数 之 和 . 


(1) > 二 + D)" 十 sinn|z 


= y、 三 + SEC 1)" + sinnjx". 
对 > 志 r, 有 1im -9 守 | 一 1, 故 级 数 收敛 半径 为 1. 又 
> (+ 10" 十 收 伍 , 故 > 占 z 的 收 伍 域 为 [一 1,1] 


对 CC 一 1)" 十 sinn]z"， 因为 |[( 一 1)" sinn]z"| 过 
n= 1 


21z| 而 之 /21z|" 一 2 之 /|z| "的 收敛 域 显然 为 (一 1,1). 
因此 , 原 级 数 收 钙 域 是 (一 1,1). 


SFT (一 1) ] | _。 SC 一 1)”， ~ » 
人 ”7 + DF 


对 > 后 ,有 lim 本 = 1, 故 级 数 收 全 半径 为 1. 又 


> 一 芒 收 伍 ,> (1 (一 1”(_] )" 发 散 , 故 级 数 收敛 域 为 [一 1,1) 


n=1 


4 Li la ot 一 十 .又 又 证 ( 士 4 发散 , 故 级 数 
(3) 因为 
。128 。 


、 ， 1 n 
lim Ya’/n’?: 十 on = lim 一 -一 一 Vi 十 多 一 max(ay DO)， 
更 一 各 CT Hr OD 《 ny 1 )* 


故 级 数 收敛 半径 为 max {1/a,1/6}). 
当 工 二 十 1/a (4 之 5) 或 = 二 十 1/5 加 之 a) 时 ,级 数 都 收 钱 ， 
例 4 确定 下 列 级 数 的 收敛 半径 与 收 钱 域 . 


2n—1 "1 
GD > 2 本 GD) 2) 
(3) Sa" (4) 六 广 
A 二 nn 二 0 


解 本 例 都 是 缺 项 级 数 , 但 解法 却 不 完全 相同 . 
(1) 用 达 崩 贝尔 比值 法 . 因为 


[im | ze (ZX) | — jim m| 2 tn) /| 272 一 一 去 |， 


moo | 2 (| no 9" 


所 以 , 当 |z| 二 Y 2 时 者 级 数 绝对 收敛 , 故 R=1. 
当 工 一 士 V2 时 ,级 数 为 > | 一 


这 ,是 发 散 的 ， 


因此 , 原 寡 级 数 收敛 域 为 (一 v2 ,Vv 2). 
(2) 用 达 吕 贝尔 比值 法 . 因为 


[im [unt1 CT)| -一 lim— zl 一 一 0O,， 


se [uxT)| se DnCn + 1) 
(3) 对 级 数 添加 一 些 什 为 零 的 基 ,不 影响 级 数 的 敛 散 性 . 令 


ix , Cu 
则 级 数 化 为 > yn" zx" = 二 >》 aiz', 由 于 
五 一 ] n= 二 1 
一 -一 一 有 m2 
lim V la,| = lim Vn” = lim Yn = 
NH— OO oo HN— OO 


且 当 z== 土 1 时 , 原 级 数 的 通 项 ( 土 1)"”n” 一 >0, 因 此 , 原 短 级 数 
* 1 29。 


《4) 由 柯 西 根 值 法 的 极限 形式 ,有 


lim Vlas| = lim V la/2 = lim 3 


U ， | 工 | < 1] ， 

十 co ， | 工 | > ] . 
例 确定 级 数 >) -二 下 :的 收敛 域 . 
解 当 工 = 0 时 ， 所 色 数 没有 意义 


当 z>> 0 时 , 闻 T = 1, 原 级 数 化 为 >) 二 ,级 数 发 散 
当 + 之 0 时 ,于 二 一 1, 原 级 数 化 为 >, (一 1)" 二 ,级 数 收 伍 . 


因此 ,级 数 > i 的 收敛 域 为 (一 oo,0). 
注意 ”这 个 级 数 不 是 寡 级 数 ,所 以 不 存在 收敛 半径 . 
二 、 窜 级 数 的 性 质 


荐 级 数 的 性 质 是 指 适 级 数 的 和 函数 在 收敛 区 间 上 的 连续 性 、 
可 微 性 与 可 积 性 . 利用 朝 级 数 的 性 质 可 以 研究 与 寡 级 数 和 函数 有 
关 的 昌 数 性 质 . 求 寡 级 数 的 和 函数 以 及 讨论 和 函数 的 一 致 收敛 性 
等 . 在 研究 问题 时 ,只 有 善于 观察 具体 问题 的 不 向 点 ,灵活 运用 短 
级 数 的 性 质 , 方 能 取得 好 的 结果 . 


例 6 设 SCz) = Dr 在 (一 R,R) 上 收敛 ,证 明 : 


(1) SCz) = > (2) S(z) 一 Dr — zo) 


证 (1) 由 于 宥 级 数 在 收敛 区 域内 可 微分 任意 次 ， 有 
“ 130 。 


9(0) = ao， 0) =a, ,SH"(0) = nla,, 


SS C0) SCO 
故 a, 二 >, 即 得 S(z) 一 > 2 
一 《7 十 直 ) 
(2) 将 Sw(z) 作为 级 数 时 ,有 Sw(z) 二 了) > 一 和? 


ni 


用 一 站 


(Cn) 
又 Sz) = 六 3 ot x xo) 


nn 二 0 


《开放 
9 S 二 {Coxs 十 Cilxzxa- 1 (x — Xx,) 


二 人 必 


十 … 十 CCZ 一 Xo)"). 


9 0 


由 于 级 数 > 一 zx" 在 (一 RR,R) 内 收 伍 , 所 以 


Co 


>, sm 上 1Cojz + Cijzxo)" -jr — xol 


下 六 站 


十 十 Cr 一 oo 
= 闷 寺 1Sw(O)| dnl + lz — zol)". 


当 |zo| 十 |x 一 xo| 过 R 时 收敛 , 即 SCz) 绝 对 收敛 , 故 可 改变 项 的 次 
序 ,得 
S(t) = 5 一 (Cox 十 Clzs-1(z 一 Zo) 


妃 汪 从 


十 ane 十 C(x _ xo)") 


9 《0 ) S™"+th (0) 
> {Ci + Cn 全 


| 


S"+2C0) ; 
+ Cir Tr re + | 
LS 《0O) Cl St (0) 
EA 
Ci "tC 0) 
Ta | 
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一 > i so) 十 一 2 To 


Cn 十 2) 
,5 se, | 


* Do Cn) 
= SE zr) + lz — zl < R). 


n= 二 心 


例 7 设 |z|<1, 证 明 : 


(1) BE + Dr = yi 
(3) >) @— Datn t+ Dy, i. 
证 利用 等 比 级 数 2x = 一 一 和 逐 项 i 求 导 公式 求解 
(1) Be 十 1)x” = [So 十 Dx"dz| 

| 2) Tz) - 
(2) 5 


六 一 】 开 一 工 


[位 e+ Dar) | zx? | ] 
A 6 2(1 一 工 ) (1 一 x)™ 


(3 ) > (n ee 


|> (nC— Du 十 Dr dz dz |dr | 


n= 2 


之， 2 - Dj 一 [> 2 rdz jdz| ， 


dd 


和 一 2 二 — 6z2 十 2z3 | = 


6(] 一 工 ) 6(] 一 xz)” (1 yr 


例 8 ”证明 : 贝 塞 尔 函数 Bu(z) 一 > Gy -| 到 | (zx 冯 0 


满足 微分 方程 


XBo (x) 十 Bo (xX) 十 XBo(T) = 0. 


证 由 上 节 例 7 知 , 贝 塞 尔 函 数 在 (一 ,十 cc) 上 一 致 收敛 ， 


故 可 逐 项 求 导 . 
Bo' (XxX) = > 1)" os Cn 9 9 并 
B #( ) — (一 1)” 27 (2n | 1) TX”, 
0 “二 三 A (n!1) 2 92 


A 2n(2n 扩 1) 2 1 
(n1)*2” 


2n—1 


(n EP 


zBw(z) = 之 (一 1) 


xzBu(Cz) 一 > 1)" — ss 


六 2 


_ _ n 十 7 
-2 1 Te rT 


一 Si 1)"+! (2n)° 之 如 一 1 
n= 二 1 


(n1)°2” 
故 zxBo" (xz) 十 Bo' (xz) 十 TBo(X) 


=- >- ] 2n(n 一 1) 2 


Ca)222 
,一 2) 2 
+ 2- mT Xx + > 1) om ! 
_ _ 27 
= DD " Lam Lan (2 1) + 22 — (2n)*] = 0. 


及 三 1 


例 9 证 明 ; 当 |z|< 二 1 时 ,有 


< XY”! 1, 1+z 
1D) oi iz 
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一 arctanw, 


(2) > (一 Dr 


n==] 


证 ”两 级 数 在 |z| 二 1] 致 收敛 , 故 可 逐 项 求 积 . 


2 一 上 


2m8 一 】 人 


(1) 之 方 一 了 一 工 十 二 -十 到 十 ， “十 


一 22 一] rit 


一 | 十 | t*dt 十 r tdt 十 … 十 ， t” “dt 十 


= | 一 zdt (利用 等 比 级 数 和 的 公式 ，) 


a [+ d= 2 1 一 二 7I<l. 
2 DD 下 
1 十 1 XT 
二 于 十 到 十 … 十 (一 了 pr 
一 | 一 | ed 十 | ar 十 … 十 (一 DD" | id 十 
中 | 0 0 已 
=- | idt 一 arctant, Iz| 二 1. 
吞 在 题 (1) 中 , 令 zz 取 特 殊 值 ,有 
今 一 二 4 .| 
$x 一 言 ' 得 In2 一 2| +3 tt 
人 一 了 丈 1 1 _... 
$x 一 二 ,得 In3 一 2| 了 5B 十 本 而 十 5 训 十 …]; 
全 2 | 2 2 
Sz dt 5+ tat) 
入 7? 一 1 _ 07 一 11 12 一 112，112 一 115 
“ntl i 得 Inn 2| | 十 桔 | 2 Ts | + | 
和 藻 在 题 (2) 中 , 邻 x= Vv 3/3, 有 
一 一 i 1 、，. 
i 2V 3|1 3 3 3 7 35 十 |. 
令 f= 二 士 1, 则 得 莱 布 尼 芯 级 数 
_ 上 1... 
= 4|1 3 十 5 7 十 |. 
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例 10 设 jFGz) 一 >,73"1z1 


失 = 了 


(1) 证 明 f(z) 在 (一 1/3,1/3) 内 连续; 
(2) 计算 | fr)dz, 


解 (zcz) 一 SE 一 > NA(3T)”! 
nn 二 1 nn 二 1 
< ”is _fFili~ .| 
-| | 之 /mn(3z) dz | 一 医 2 C37) | 


1 3 加 1 了 
-| 本 | (1 一 3z)27 z| <1. 
01) ys-izr: 在 (一 1/3,1/3) 内 一 致 收 化 , 故 和 函数 


《2) 和 肾 数 在 收 合 区 间 内 逐 项 可 导 , 故 


yp J 1 ] 1 ] 1 178 
| (1 -=—| (1 一 3x)° 3 (一 3z)|。 
=8/15 — 1/3 = 1/5. 


天 一 总 


将 积分 | tf (1)dt 用 f(z) 表示 出 来 


解 ” 利用 项 级 数 在 收敛 区 间 内 可 逐 项 积分 且 收 敛 半 径 不 变 


Co 


的 性 质 , 对 tf(2) 二 >》 全 一 


ni 、 


二 二 曲 


区 i xz 2n 十 1 
| rood = | 二 di 


| 
n==] 0 1 站， 


2 十 2 
1 oo T+ 1) 四 1 一 x 
2 2 机 二 Ti 一 2 2 
2 
= 诗 | 忆 富 一 1 一 诗 [f/(2) 一 1 
弄 一 心 " 
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例 12 设 f(x) = >ar* 在 |xz| 二 R 时 收 钱 ,上 且 
~ dn Pan+1l > 
> 二 了 了 R" 也 收敛 ,证 明 : 


| /60dz 加 之 ， n + A 


二 改 


1 ll 
且 | 一 dz = ln2 = > (一 TD: 二 


如 一 】 


证 ” 军 级 数 在 收敛 区 间 内 可 以 逐 项 积分 , 即 
- ~ Un n 十 1 
| fa -一 之 7 十 1 t ’ 


而 > ; 二 R 收敛 , 则 由 阿 贝尔 第 二 定理 , 令 7 一 RR 一 0, 有 


R = 
| far = 2 下 


当 |z| < 过 1 时 ， 有 T =P 而 全 1 
站 二- dz = In2 一 > 人 = > 1)” 1 
Tz TT -2 


例 13 设 f(zx) = > ji 二 训 ' 证 明 ， 
(1) f(x) 在 [一 1,1」 上 连续 ; 
(2) jz) 在 工 一 一 1 可 导 , 在 z 王 1 不 可 寻 ， lim f (x) 一 十 cc. 
证 (1) 当 |zl 委 1 时 ,有 不 等 式 
Xx” 1 1 
zane 十 7) < n’“lIn(l1 + nn) < n‘ln2 
成 立 . 所 以 f(x) 的 震级 数 在 [一 1,1] 上 一 致 收敛 ,从 而 f(x7) 在 
(2) 由 逐 项 可 导 性 质 知 , 广 (z) 一 > 开 习 - 《一 1,1). 


发 一 】 


* 【306。 


当 z 之 0 时 , 刀 (z) 是 正 的 单调 增加 函数 , 故 lim f(z) = 4 存 


在 . 设 A4< 二 二 oo, 则 (zx) 在 [0,1] 上 有 界 , 又 >>00n 


] 
nln(l1 十 nn) 
一 1,2,…), 故 A TF 必 收敛 . 但 事实 上 ,由 积分 判别 法 


Cn 


一 CT ny 发 散 . 于 是 A = 二 十 oo, 即 
lim f(x) = 一 十 ce. 
当 工 = 一 1 时 , 依 菜 布 尼 荡 判别 法 知 


77 四 由 所 《一 ] 7) 一 
f' (~ 1)= 2 nt Fn 


收敛 . .23 ji 十 训 在 [一 1,0] 上 一 致 收敛 . 由 可 微 性 知 


广 (z) 一 >, I (一 1 区 世 0)， 

即 f(z) 在 z= 二 一 1 可 导 ， 

由 lim /7 (x) 一 十 co 利用 说 必 达 法 则 ,有 
了 f(x) 在 x 二 1 不 可 导 . 

求 寡 级 数 的 和 函数 的 方法 往往 不 是 惟一 的 ,读者 在 解 题 过 程 
中 可 以 用 不 同方 法 得 出 同一 结果 . 为 了 节省 篇 幅 , 在 以 后 的 大 部 分 
例题 中 我 们 仍然 采取 一 题 一 法 的 方式 . 

例 14 求 下 列 宕 级 数 的 和 函数 ; 


六 六 Ta 1 
(1+ 训 + 十 二 和 


= lim f' (x) 二 十 oo， 
Tl1—0 


Lo 1 1 
2 47 十 1 


(3) 工 一 4Z 十 9 六 一 16z4 十 ……; 


Xx” 十 机 


(4) 3 一 写 x 十 也 十 十 (一 1)"122 二 ym， 


2 于 一 】 
解 (1) 设 SCz) 一 1 十 方士 于 十 六 十 本 十 …， 则 


各 


2 3 n 人 
zS(z) 二 十 训 十 可 十 下 十 击 二 二 记 计 1 


1 
站 一 了 ni, 


所 以 SC = 一， zrE( 一 co,0)U(Co, 十 co)， 


(2) 因为 lim n 一 二 z, 所 以 收 化 半径 R= 二 1 


当 z 二 士 1 时 ,级 数 成 为 了 >) ee 而 


1 1 ]l 
2n(2n 一 1) ~ (27 一 1)° ~ dn 一 1)2… 


因 > jc 一 5 收 化 ， 改 >) 二 收 化 .因此 ,级 数 收敛 域 


nn 三 ] 


为 [一 1,1J. 
CO on 
设 5(X) 二 人 Fcon 一 J? 则 2(0) = 0; 
上 一】 


"1 _ 
S' (Zz) -一 TT !, S' (0) 一 0; 
2 21 一 


1 "1 1 
Sr) = Zr 1 IxX| 达 1. 
/ dt 1 1 十 工 
必 se -ia nit 


llmitiyo 1 _ | Inc 一 
SC = 寺 | 二 和 du 一 于 | nd + od | lnQ — dr | 
一 方 z[ln(l + z)— ln(l — z)] 


一 到 [| 天 I 二 | Td 


ln 工 十 工 1 | cd 


(3) 设 SCr) 二 Xx 一 47': 十 97; 一 16x 十 …, 则 


[Far = | a t+ 9 16r + "yd 
性 0 
一 一 27: 十 3X7; 一 47 十 "一 U(X)， 


和 而 | di =| a 一 2 十 3 一 4 十 …)d 


一 工 一 娃 十 三 一 和 十 一 工 > (— zr)" 


也 


二 zx’ Iz| < 1]， 


故 S(T) 一 TO Cr) 一 z| z| 
|ast1 | . | tl 


im "1 一 
(4) 因为 im |a, | lim 2 十 1 nn 


vs |] _ ZL 一 了 工 ) 
] 十 工 (1 十) 


一 1]1, 和 而 Z 一 土 ] 


时 ,级 数 为 >,(-- 1)"! 守 汪 一 ,是 发 散 的 , 因此 级 数 收 钱 域 为 


( 一 1,1). 设 
SCz) -> 1 )"! rr 


= D2z" + DB) 1" zr” 
n= 1 下 一 】 


一 一 < n—1 1 | 
一 ? 本 二 十 2 1) TT", 
D1(X) = >,(— 1)” Lr” 一 > 1)” $e” dz 
n= 二 1] 7 0 n= 二] 于 


=[ [>) (— 1)” 12z”! |dz 
0 n=l 


-| dr 一 Jn(] 十 Xx*), |x| < 1， 


“1 39， 


2 并 


下 十 ln(1l 十 工 ) 


故 SCz) 一 


2 
1] 二 zx? 


例 15 求 下 列 星 级 数 在 收敛 域 中 的 和 也 数 : 
0 Nn Co On ss 
G) 之 ATi (2) 之 TT Iz| < 之 1; 


(8) De) Zn 十 1 


一 2 一 


十 ln(l 十 2Z2)，|zl < 1. 


n= 二 1 矿 一 】 


解 (1) 因为 im [at 一 1 ,所 以 收敛 半径 为 1 


— n a —"\ 
jz 一 DTi 一 之 2 三 二 
1 二 1 1 


一 工 TO ji i | 二 
1 
x 


dt 


=1 


| 上 di 一 一 一 十 二 [zx 十 ln(l 一 )] 
一 工 并 


] 一 并 
__ 1 lnd—z). 
A 


一 


(2) SS,r1CT) 


1 


]—x 


故 Sz) = limS,+ri(7) = 


se 1]A0™ 


1 
aI < 
故 S(7) = [| = 7 rE (VI, /2). 


(4) | SC)di =| rc + De Em S net 


n= 1 nn 二 1] 


-ya 二 1)x" “一 工 Do 十 1)x” 


一 0 

一 2 pr") |i 二 | 
7 

= Iz| 去]1， 


故 SCz) = | 证 | =- 7 € (~ 1,1). 
例 16 求 下 列 宕 级 数 在 收敛 域 中 的 和 函数 ; 
(zz 一 1)" 1 13 十 垃 1 2 
GD) > 全 二 入 (2) ) 盐 | | 


n= 二 ] 2 


(3) > 1) "nz" (4) > 1)”! 


2n 


一 入 
解 (1) 令 浆 3 
Us 2 加 y 
SOo) = 2 aD y= DD 
有 [ys (y)] = B34 
[yS(y)]” = D>) = > > 一 这 |y| 三 1， 


* 141。 


故 [ys WT = Tidt = Ind —»). 


yS(y) 一 | nd Wdy= (01— Wln(l—») +y, 


即 SO) =1+ nd —», ly <1. 
< 知人 


SCz) =1 十 和 五 ln(2 一 z?)， IzX| 达 1. 
3 十 工 1 .Unt1(Y) 
As 一 2 Tl 
(2) 令 y sre gk ,由 im 一 一 多 知 ， 
当 | y| 过 1 时 级 数 收 合 , 当 y 一 士 1 时 级 数 发 散 . 故 | 3 二 | 一 1 
TX 过 0 或 Z 工 盖 6. 
SE 站 | 二 扩 = De 
2 了 之 | 元: dt 之 dt 
y ， > tidy J 
-人 du | =- an» 
lf3+x”__l 13+zr)’ 
疏 > 友 | 3 二 去 | 2 1°|1 天 去 
1 一 3X(6 一 工 ) 
2 (3 一 27z)2 | 


TE(— co,0) U6, 0). 


(3) > (一 Dr" = Se 1)"n’ x ,， 


姑 二 人 0 对 一 他 
(Dp oj]d = Spm mr = >) nr 1， 
[Dw nti” ED 上 zl 二 1， 
~ nl 1 1 -一 
故 之 /一 六 7 一 | 一 亲王， | 二 1， 


了 ”一 一 


和 rr 1 
> Deez [| = df Ga ls < 


从 而 SCr) = > Dr = SE ,7 € (~— 1,1). 


x” 


-一 一 nl ee— 
gp 1 7 


1l1. YY - 工 一 
=- 了 | 3 TD sTEL 3,3J. 


例 17 设 0 二 zx 过 1， 来 2) 一 一 i 的 和 函数 


x" Xx” 十 ] 1 
解 i i 1 zl 
__1 1 
| 加 Tr 四 ] 一 六 2 十 1 
n HH 1 
所 之 zi = >| T= [一 
1 1 


故 当 0 二 X 达 1 时 ,有 


+ ear | 1 1 


夫 一 站 
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例 18 ”设置 级 数 为 >) 纪 工 za, 求 ， 


(1) 收敛 区 间 与 和 函数 ; (2) > ) 字 -2" 的 值 


名 《1D 因为 lm 和 光一 lm 于 多 (并 1 
" 2 十 1f， 2 ,, 
swar => +1f pa SL 


"二 1] 


|x|*=0, 


2n 


-zr zr(e”— 1)， 


nl 


n=] 


故 SGz) 一 [zler —1)] = (27’+ le 一 1， 
十 EC 〈 一 OO， 十 00)., 


(2) 当 z = 二 V3 时 ,级 数 化 为 > 纪 一 上 2", 故 


ni! 


2n 二 1 "2n 二 1 
2 + 2 = (5e: 一 1) 十 1 = 5e2 


ni 


区 二 作 


例 19 ”用 多 种 方法 求 了 >) 二 7 一 的 值 


1 )2 


解法 1 设 SC(z)=》 一 一 x"，|z| 过 1, 则 


二 一] 
S(T) = > 本 二 一 = 二 [SCz) 一 S.C)] 
$0) = iT-z2 关 TI-z2 二 ~ | (Be)a 
n=2 n=l 1 =l 


- dt 
=z| dt =—— zlnll — zx|, |z| <1. 


$2) = DD 
n=2 


= 二 [一 lnl1 一 z| 一 x 一 所 | 工头 0， 
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从 而 SCX) = 二 [一 zlnll 一 工 | 


2 


: L[ 一 lnl1i 一 zl 一 z 一 林 ] 


2 

1 人 ] 一 并 _ x? —1,0) (0,1),，, 

一 1 六 |= 训 一 ln 

2 GT I s| 2 6 4 
. oo ] ] 1 nn 十 1 风 | 

解法 2 设 原 式 一 之 A IAIil(l2) ;| 
一 } 1 ni 十] 
SGz) 一 之， a1 n+1)” zi <1 
+1 a Tl rz Cn ， 
是 SD = DE jd 


n==2 


= 二 | 到 一生 一 zinll 一 zlzl< 1 
.本 二 


°° rx"+! 工 2 » I £2 
S,(z) | =- | [2 Ja=|. 1 dt 
—— lnll—x|—zx— zx/2, Ixz|<~1. 


| 1) = 3in 
改 之 /0 一 T 交 一 3 |=5 ?28 4 


2 2 
、 ~ Xz | 二 0, 见 
解法 3 设 S(z) 一 之 五 一 ,|z| < 1,500) 则 


及 二 2 
Tt! 


3) 2 Fm 


Ye 


n T 
[zs(z)] = > -Ei, 去 [zs(z] 一 DR 民 夫 0)， 


天 一 了 


' 1 
而 (CxS Cz)]) = 2 :二 (lz| 之 1 且 z 冯 0)， 


CO 


1 1 = di _ _ zx), 
故 =LzS Cz) 一 lim | 二 in11l 一 了 工 | 


[zxS(z) 了 一 一 zlnll 一 并 |. 
又 zeo(z) 一 一 | aa — 1)dr 


x” T’ ba ] 
一 一 了 jn 一 z) 十 本 下 7 十 了 in(〈1 广 ) ， 
x va ] l 
Sz) 一 一 了 jn'] 一 工 ) 十 下 十 万 十 2zlnl Zz) 
(|x| 二 1 且 X 关 0)， 
~ | ef 5 了 
估 而 > rir- Sa)- ga 


nn 二 1 
解法 4 | A= 2 Gn 二 1) 1)2" x 人 ~， 


1 人 加 六 1 _ 
则 ”一 2 (一 1)2” 之， (n 一 ])2 TD ， 


r/o 7 di 
5 
iln2— lin(2 x), |r|<=2. 
2 2 
因为 SC0) 一 0, 故 


SCz) =| | 二 mn 一 二 In(2 一 1) |d 


2 2 “ 
In2 一 林 In(2 一 z) 十 总 十 到 十 jn(2 一 z) 一 ln2， 


2 
~ 1 fl 5 3 
从 而 > rss Ss)- ln2. 
解法 5 因为 >) 本 一 一 In(1 一 ,|x| 之 1 所 以 
n==] 
CC ] 1 7 1] 1 十 1 
原 式 一 >) 5 二 | 误 | Desi 
TS TSNNILILP 1 1l1.1l 
一 于 之 | 2 | 2 2 | 


~ ] 1 1 "1 ~ 1 1 "+ 
原 式 一 2 7 n— 1 | > i 
1 1 1 ,1 ,1 
=Tln| 1 二 | 十 nl 1 二 十 于 十 
L230_3 
a 171n2 


解法 5 与 解法 6 直接 从 In(l 一 x) 的 展开 式 入 手 , 将 所 给 级 数 
变形 后 解 出 结果 ,避免 了 寡 级 数 求 和 的 过 程 , 因 而 是 以 上 解法 中 较 
简单 的 ， 

例 20 利用 宕 级 数 求 下 列 数 项 级 数 之 和 : 


27 一 l 
(1) > 2 (2) rt 


(3) > (2n 一 CT (41 > 0 (Ca 一 1)22” 


n=: 1 二 3 


解 ”一般 先 设 SCr), 确 定 收 敛 区 间 ; 再 求 出 SC(z), 确 定 zo, 求 
得 S (Xo) 9 即 数 项 级 数 之 和 . 


(1) 设 SCr) = 3 他 二 zw-?, 因 为 


D7 

n= 1 
I Wti CT) | 2 1 on 1 2? 1 ， 
lim J = lim 2n+1 | 97 + |= ?一 3 


所 以 当 |zl1<v 2 时 级 数 收 伍 , 当 z= 土 V 2 时 级 数 发 散 . 
工 并 on _ 1 pn 2 SO Zz -一 
| Seod 一 > | 一 方 一 dt 一 >， 六 


闪 一 1 并 = 】] 


_/_ zz | 2 
于 大 SG) 一 | 5 二 | (2 一 2)22 
从 而 2 一 上 -SGd) 一 3 
加 °° zx"+2 
(2) 设 SGz) = 之 页 二 机 二 万 , 则 


I 


n 二 1 一 
S' (zx) = 一 一， S"(r) = 二 一 ,|z| 过 1， 
2 TI 2 ] 一 并 [x 


所 以 9 (Xz) -| 


,Tid = ln 2), 


SX) 一 一 | 十 jnkl — 1) jdi, 


= [zx*/2 二 xln(l] 一 7X)—x—ln( zr) 
一 工 十 jn(l 一 Z) 一 Z2/2 一 zln(l — x), 


l 
从 而 之 AT 十 1)(n 十 2)2” 


二 ]， 


一 1 1 "中 2 1 加 3 ] ] 
pe re -3 引 序 | = 于 十 二 mn 序 
(3) 设 SCz) = > i 

+ unt+1(T) 四 

zr) lim 

S! 一 2tn—1) ___ 2n — 

(TX) = > =- > 1 

dt = 了 ln lx 


站 一 en 
六 2 本 1 元 2 一 1 
2 十 1 过 /3 21 一 
幕 级 数 在 (一 1,1) 内 收敛 . 
ol 2 1 一 


所 以 sc =| 一 


s| |= > 1 天 | 

V2 二 1 2 一] V2 

LS 1 _ 1in1l1 十 1LV2 
/2 人 CE (2n 一 1)2“1 2 1 一 17vw2 
“148 。 


SD or YY2Y2 二 1-vTncv 王 TD 
和 2 "Fl v 21n 


nn 二 1] 


(4) >) by i 0 一 之 


=3 
1}1,， 
s(n) = > 一 一 | 


一 z| 一 lIn(1 一 一 一 57 | 

~ 1 wl 11l1./1)’ 

之 i n—2 nj)2 [去 | 
Jo 了 上 上 9 了 
-gn2— Fin2+ +16 16 8 


例 21 利用 项 级 数 求 下 列 数 项 级 数 之 和 . 
(1) > 全- Do 一 2 十 1 二 (2) > 


9+l1 
(3) DD! A (4) > >, 
n= 二 1 
ee (12 1) 
(5) 之 / (一 了 nt De 
解 (1) 设 S(Cz) 一 之 (一 1) (一 2 十 1D)z， 则 


S(z) = > 1)"nCn 一 1)z 十 > 1)"z 


n= 0 
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SCz) = 7 DC Dnn— Dre’, SA7) = >,(— "rz 


[[> 1) "n(n 一 Dr |dt 一 > (一 ] Jazz， 
0 n=0 


而 
[2 Dae ldt = D1)r = 二 
0 开 一 站 n= 二 0 1 十 文 
. ” pe ] 
改 Si(z) = me (二 Xx) 92(7) 一 芽 十 区 
2 1. 
于 生 ST) TT IT 


~ 1 11 22 
之 /( 一 ]) (一 n 十 D 训 一 S| 二 |== 窜 : 


(2) 设 SCz) = > nn 二 1Dzt! 二 zjn(n 十 1)x"…1, 而 
n= |] n=1 


[Ba 十 1)t"! ldt 一 Sn 十 1)zx”， 
0 =1 7 了 一] 


xr ~ 2 
[ee 十 1)t" jd 一 一 一 一， 
27 


了 7 
所 以 ”一 [i 二 < rz)” 
内 2 十 1) fl 
站 


n= 二 1 


于 是 
(3) 设 SCz) = >》>jn:zx”!, 则 


区 Oo CD oD 
| (Be ) a = Dnr' = + ne, 
0 mn=] n= 二 1 nn 二!1 


| Syn) a 一 之 一 二 一 ， | < 1. 
SN TT 1 1 
故 nz 一 | =- |x| < 1 


] “1 二 Zz 
< Ee 并 1 4 
从 而 2 1) Drl S| ;| 27 
oo 7 有 oo Xx" 1 
(4) 设 SGz) 一 过 -7 1 
一 六 Z 一 raez 
my 
nm1),, 1 m1),, 
则 >, 7 2 一 方 2 pntl 


、 一 一 1) < nl ~ ] 
设 SCz) 二 >) 这 = Dr 
=S(7) — +) = Ter re — 1), 
n= 1 " 


划 2 二 1 351(2) 


— 1.». 2 1 2 (ez 一 -一 6 
一 -了 D^ 。e 7 2 。(e 1) e 十 |， 
、 一 加 时 nl 2” x" tl 
(5) 设 SCr) = 2 一 1 27 
SD 一 (一 1) 2) 
oy | 工 | 委 < 一-， 
下 本 下 VD 


所 以 S(T) 一 | 1 和 =- -arctan vv 2z，|z| 去 方 
On 1 2n 
RT Yr 


/25| 坟 同 - -4 


Cy 


于 是 之 /( 一 1)”5 


玉 一 心 


/Tactan! 一 一 —， 


* lb51。 


> S (7 1 7) 2n 十 1 
(6) 设 SCz) 一 之 二 7X 内 


(2n)1 A (2n)! 
2| On 二 1)1] T2942 1 ~ 《ET “| 
-2+> | C2n 十 2)| 2 2 C2n)1™ 
SR (Ca 2Cn 十 1) 1 
一 二 之， | 十 2)(22 十 1) 2 上 
+ C2) 2 
一 2 十 元 > ty Ti 2 二 林 S(Cz)， 
得 微分 方程 S' (7)—7 5 (7)= 和 
解 得 (7Z) 一 arcsin +e . 
当 S(0) 二 0 时 , 求 得 < 一 0, 从 而 
Ca 2 
> iD TF 


例 22 证明， 


在 1z| 二 1/2 时 ,考级 数 > ,asx”! 收敛 ,并 求 出 和 晴 数 . 


n= 1 


证 ”由 题 设 知 a > 0, 且 当 n 之 2 时 ,a 之 as. 故 当 |x| 去 
1/2 时 ,有 
[as | = < 


上 ar | 


zl 一 21zl1<2.1/2= 三 1. 


1 


。152。 


从 而 寡 级 数 > janx"! 收敛. 
下 一 | 
SC) = Part 1+ Par 


=1 十 ZT 十 2)(ar1 十 Qn) 2 


站 二 名 


| CD 
二 ] 十 工 十 蔗 > CQ 十 人 > AnoX” 
二 3 


革 二 3 


二 1] 十 z| ] 十 > ,aszo 1 十 1? > jar"! 
n= 二 2 i 二] 
二 ] 十 XS(Xx) 十 X'S (ZX)， 
， 加 1 
解 得 S(T) FT 
三 .其 它 类 型 例题 


例 23 设 f(z) = >) 五 (0 和 z 委 1), 证 明 ; 当 0<z<<1 时 ， 


nn 二 1 


fr) 十 大 1 一 zz) 十 ljnzlLln(l — zx)| = 7x/6. 
证 ”因为 lm YI 天 一 1, 所 以 震级 数 收 仇 半径 为 1. 而/(1) 
二 > ,1/z2 一 x?/6. 利用 逐 项 微分 性 质 , 有 
Tf er) + fo x) 十 lnzln(l 一 z)] 


lnz lnz 


二 (7) 一 (一直 十 一 十 二 二 7 


> 瑟 - -> 0 (1 一 Z)” -0 3 nm 


TANn-lr Ta-l 
十 六 1) i(zx CO— 1) 


nn 


nn 二 1 


一 0， 
* 53。 


Bh 


令 x 一 01+ ,得 c= 二 /(1) 二 Tw /6, 故 
fr) 二 +f(1 一 7x) 十 lnxln(l — x) 一 T /6. 


例 24 证 明 :VY zyyER, 有 


(1) SC(z+y)=SCr)CCy)+CCr)S (Cy); (2) lim 
证 VY rx;yER, 已 知 


S$(z) 一 于 一 于 十 徊 一 …， C0) 一 击 
故 S(z)C(y) 一 工 一 0 + 
+ [r+ + 
CCzZ)o(4y) =y 一 | 一 5 
+ [而 1+ 闻 
SCz)IC(y) + Cz)S (Cy) 
二 ( 工 十 y) 一 #5 + 汉 十 亨 太 


fx) + fm x) + lnrln(l 7)c, rE (0,1). 


S (Iz) | 


一 ( 工 十 》) 一 es 十 3z2y 十 3TYy* 十 人) 


十 es 十 5z4y 十 10zy? 十 10zxy 十 5zy* 十 ) 十 


= (z 十 妨 一 十 代 十 2 十 计 人 十 2 力 5 一， 


二 S(Xz 十 y). 


S( 


工 ) | 
一 lm 
二 


(2) lim 


*。 ]54。 


mp 


2n 吓 1 


1 CQ ， 并 
云 之 (一 了) (2n 十 1)! 


TD , 才 n=0 


， ， a 
= lim 2 1) 两 二 1 
二 1 十 D1 lim 
例 25 设 a, 之 0, yo， 发 散 ， ' 且 lim 二 二 一 0， 
证 明 ;lim , Un 一 1. 


证 ”因为 > ,oa 发散, 所 以 军 级 数 > ,asz" 的 收敛 半径 尺 委 1 


! on Sl 


依 柯 西 - 哈达 玛 判别 法 ,有 Jim MV a, 之 ] 
设 A 二 a 十 aa 十 … 十 w， 因 为 


4 a, "A, 
A Tatat ta A, li 
所 以 ¥ /4,—> 1. 


由 Jim 二 于 于 二 一 一 0 基 , 当 nn 充分 大 时 ,有 
ca < ai 十 ay 十 十 4 一 4 ， 


故 limVa, <limVA=1 即 limVoa,=1. 
例 26。 设 数列 {a,) 满 足 lim We 二 1,S, 二 SYai, 证 明 ， 
Neo 二 0 


lim /1S,|=1. 
证 本 例 是 应 y 用 塞 级 数 收 合 半径 来 证 明 极限 的 例子 


(D7)( Dar)= 六 sr 


n= 二 必 开 一 必 几 汪 从 


> Sr 收敛， 车 3S,z 收 伍 半 径 为 R, 则 RR 宇 1. 


天 一 遇 


* 155。 


当 |z| 过 RK 时 ,有 
《1] 一 人 人工) Sr 一 Ser， 
好 一 站 1 二 心 


由 题 设 知 ,> on 的 收 伍 半 径 |z| 过 1, 即 RR 过 1. 因此 , 必 有 R 二 1 


例 27 证 明 . 着 Fn Derr <n 有 Dr ” 收 


敛 , 则 | f(z)dz = De 


证 因为 >) 一 r 收敛 ,所 以 在 [0, 门 上 一 致 收敛 . 于 是 


n=0 


< 全 ?十 1 _ < 一 - Cn -ni 二 1 
im,2 7 -ime 之 ,二 
Vz 和 CD) 有 


zx"+]1 
| fq = > | ord > De ， 


从 而 | fd = lim | rod= 去 i 
下 面 我 们 来 讨论 由 两 个 已 知 收敛 半径 的 帘 级 数 所 得 到 的 新 窒 
级 数 的 收 剑 区间 问题 . 
设 有 两 个 寡 级 数 
yz) 一 ao 十 az 十 aa 十 …，| 二 | <， 
Xt)=bo+ htt ot ++, ||| <r,, 
将 后 式 代 人 前 式 , 合 并 同 次 才 系 数 所 得 车 级 数 称 为 生成 寡 级 数 , 即 
y(x(t)) 一 Sa, | Don 一 Se, £”， 


n= 人 0 为 一 站 


其 中 co 一 Go 十 Ci 十 az20 十 … 
ci 一 QIp01 十 2a;poD) 十 3asp00， 十 …， 
cz 一 G102 十 as (pb! 十 200b;) 十 3a; (bob1 66b) 十 … 


例 28 设 由 两 个 医 级 数 
yY(CZ) 一 ao 十 ai 十 Ci 十，| 工 | < 六 ， 
TB Tot bt tr,, | < 
的 生成 笑 级 数 为 


yz) = Da oa = Sot, 
n=0 k=1 


二 必 


其 中 co 一 0oyci 一 al0icz 一 ai02 十 az0l，… 证明: 生成 需 级 数 至 少 在 
(一 7,7) 内 收敛 ,其 中 
有 ri(7z 一 0) 
Mr i 
其 中 ,0<6<r;,M 对 一 切取 定 的 6 满足 :Y mEN, 有 
—6)”"| 声 M. 


证 考查 级 数 
二 |ao| 十 | 上 ai|xz 十 |as jx 十 …， 
外 二 bt 十 上 bs 十 1b; 十 …， 
的 级 数 久 与 Y 分别 在 (一 ri,ri) 和 (一 y,,r,) 内 收 钱 ， 


而 |b, < sy: ;; 故 当 | 上 || 过 rs 一 6 时 ,有 


x Sa ml 
n=1 nn 二] < 
ff 1 MI 
= M| 二 | |/ (rr, 一 人) 1 |= 二 -5 lz 


Mlz| rr 一 人 ) 
于 征 , 当 六 一 5 一 加 << 时 ， 让 人 -和 一 <7， 从 而 级 数 X 收 


伍 . 又 | 关 | rj, 所 以 代入 后 了 也 收敛 .说 明 对 符合 式 子 的 t,xz(1) 
收 人 第 ,得 y(zx) 也 收敛 . 由 于 是 绝对 收敛 , 故 生成 短 级 数 ( 交 换 项 次 
序 后 的 级 数 ) 收 伍 于 同一 和 ,因此 至 少 在 区 间 ( 一 xr,/) 内 收 合 . 

例 29 人 Te [zx| 过 7r, 证 明 ， 
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切 加 有 |pCr 一 909) | 委 M 的 数 ， 
证 1/y(z) 是 商 级 数 的 特例 . 设 
h(r) = bx 二 br’ 二 br 十 …， 
显然 ,AZz) 与 y(z) 有 相 何 的 收敛 域 . 当 |h| 二 1 时 ,有 


-1 2 p31 ,,, 

yr) TEAC 1 
其 收敛 半径 为 1. 当 将 (rz) 代入 1/y(z) 时 ,]/y(z) 是 生成 基 级 数 . 
依 上 例 ,1 二 (一 0 1 和 , 故 在 (一 nr) 内， 寡 级 数 1/y(z) 


M+1 
收 合 . 


第 四 节 ”了 汞 数 展开 成 军 级 数 


主要 内 容 


1. 看 函数 了 在 点 zo 的 某 邻 域内 存在 直至 ”十 1 阶 的 连续 导 
数 , 则 形 如 


f(r)=f (zo) ff (xo) (xO— z) 十 2 (一 XT0) 十 *… 
+ 一 (xz 一 Xo)" 十 民 () 
的 等 式 称 为 f 在 z。 的 泰 勤 公 式 , 而 级 数 
f (xo) 十 万 (Xo) (x 一 Xo) 十 一 一 一 A (I 一 Xo)” 十 
Cn) 
+ EG yt 


称 为 了 在 zo 的 泰勒 级 数 . 
2. 当 zo 二 0 时 , 形 如 
*158°。 


Cn) 
+ + 人 (0) | 


f(0) 十 万 (0) 工 十 


的 级 数 称 为 了 的 麦克 劳 林 (Maclaurin) 级 数 ， 
3， 当 zo 二 0 时 的 积分 型 余 项 为 


R(z) 一 | fz _ nd， 
拉 格 朗 日 型 余 项 为 
RK, (xX) 一 
柯 西 型 余 项 为 
R (zx) = fr Or) (I — brzorD, 0ZOZL. 


4. 设 了 在 点 Xo 具有 任意 阶 导 数 , 则 函数 f 在 区 间 (2Zo 一 六 ,To 
十 ”) 内 等 于 其 泰 勤 级 数 的 和 项 数 的 充分 条 件 是 :对 一 切 满足 不 等 
式 |z 一 zo| 过 rr 的 z， 有 


全 二 1 SOT & 在 A 与 I 之 局; 


limR,(x) = 
5 和 常用 的 基本 展开 式 有 
加 x zx” 
e lz "+i 二 "<r<+o. 
, Tr: 7? 2n 十 1 
sint 二 一 汪 十 汪 一 ，… 1 二 
31 51 tl Ft 
一 之 工 之 十 co， 
2 4 
cosz 一 1 一 二 十 二 一. ~ ”XX 
2! 41 tt ort 
一 co < 工 所 十 co. 
d+) 1+art r+ 
akta 一 1)…(a 一 7 十 1]) 
十 一 一 一 一 一 一 局 十 一 ] < 之 Xz< 之 1. 


ni! 
l 二 和 并 一 
n(] Tz) 一 工 一 可 十 柯 一 … 十 (一 ]) :二 一 1 <z 1. 
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疑难 解析 


1. 将 浮 数 展开 成 星 级 数 的 方法 有 哪些 ? 

答 (1) 直接 展开 法 ”依据 定义 求 出 函数 二 的 各 阶 导 数 ,并 
研究 其 余 项 的 敛 散 性 ,然后 写 出 函数 的 泰勒 (或 麦克 劳 林 ) 展 开 式 . 

但 是 ,由 于 余 项 敛 散 性 的 确定 比较 困难 ,此 法 一 般 很 少 使 用 . 

《2) 间接 展开 法 ”由 某 些 已 知 的 昂 数 的 客 级 数 展 开 式 ,利用 
四 则 运算 、 变 量 代 换 、 逐 项 求 积 、 逐 项 求 导 等 方法 求 得 所 求 函 数 的 
展开 式 . 


一 般 常 用 -二 = 和 五 个 基本 展开 式 . 其 优点 是 比较 简捷 ,收敛 
半径 易于 确定 ,不 必 讨论 祭 项 的 敛 散 性 . 但 在 利用 -二 -来 展开 形 


如 -二 了 cy 的 函数 展开 式 时 ,要 认真 讨论 收敛 区 间 . 

(3) 待定 系数 法 “将 待 求 函数 写成 寡 级 数 形式 ,利用 两 个 圭 
级 数 相等 时 其 同 次 寡 系 数 相同 的 性 质 , 通 过 比较 确定 待 求 宕 级 数 
的 系数 ,从 而 求 得 函数 展开 式 . 

待定 系数 法 常用 于 有 关 乘 法 和 除法 的 公式 的 导出 ,过 程 比较 
繁琐 . 


方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


怎样 将 一 个 图 数 展 开 成 寡 级 数 ,我 们 已 在 疑难 解析 中 作 了 回 
答 , 只 要 灵活 运用 合理 的 方法 ,不 难 求 得 函数 的 寡 级 数 展开 式 . 
例 1 几何 级 数 


GT) 二 1 十 十 十 : 司 十 十 1 二 1 


= 二 一 一 
在 1x| 二 1 时 绝对 收敛 且 一 致 收敛 于 和 函数 .证明 ; 当 |x | 一 
“160。 


2 


1 V3 
上 上 ob- 


一 QZ 十 at 十 十 Go 十 ……， 
其 中 alyaz,…，ans 是 斐 波 那 契 (Fibonacci) 数 列 . 


| 二 
证 因为 , 当 |z| 工 -一 时， ,有 
Hs (< 
2 
所 以 ,G| 1 二] 与 G| 多 | 一致 收 合生 绝 对 收敛 ,从 而 
c[1+¥s., _G ls 
2 2 


2 2 
i ne tl 
二 qz 十 az? 十 十 xr? 二 … 
ny) J 
征 裴 波 那 契 数列 (证 明 见 上 册 ). 


2 
此 结果 还 表明 , 当 |z| 雪 一 一 一 时 ， 
表明 , 当 |z| 1 时 ,有 


-dr 
例 2 证 明 : 积 分 正弦 函数 


be ad 


村 
313 515 717 


+ slnt 
| ——di 二 x 一 
0 I 


27 十 1 


一 一 ~ 一 一 "+ 
2 Dm Tr Ty 


, bm XT” n 
snr 7 Tt (一 1) 


Xt+1 
(及 于 1 十， 


而 当 zx 关 0 时 | lim “< 一 1 ,有 
Snz -1 工区 TO 
zz 一 31 5 下 (2n 十 ])1 


故 上 述 笑 级 数 在 任 一 有 限 区 间 上 一 致 收敛 ,得 


- sint (+ 1”” 
ng 
| 1 2 , 1) Can i 


0 及 二 必 


十 ， 


zn 十 ] 


A 
2 D" Tr: 


放 二 必 


例 3 求 下 列 函 数 的 麦克 劳 林 级 数 : 
(1) 


(2)sin’x; 


] 
(1 十 z)(1 十 z2)(CL 十 工 Di 


2 .二 


3) xe; (4) 本 二 一 3 


解 ”本 例 中 的 函数 均 可 直接 或 略 加 变化 后 利用 基本 展开 式 
展开 为 帮 级 数 . 


D1 
(十 工 ) 蛋 十 (1 十 和) 
一 人 并 


dz rl rx) 
。 162。 


] oo oo 

一 ”之 

-一 ”二 > T37 _ > 并 1 十 到 
l + 用 二 用 前 二 用 


一 1 一 并 十 Z 一 与 十 十 二 一 T 十 zl 二 1. 


(2) SIn' 2 一 TSinz 1 Sin3z 
3 一 vv x 1 a (3z)2 nl 
本 1 1) (2n 二 1)! Dt 1) (2n 十 1)1 


= 3> -1 人 一 3 mt (一 oo, 十 oo) 


全 (22 t+ D1 
2 一 2 oo 2n 十 1 
(3) Xe 一 -xz> 和 一 之 (一 1] 一 一 (— co， 十 co )， 
n=0 M 形 一 全 . 
7 1/ 1 __1]1 
CT 了 | ji 于 


= 于 [> 一 > 1)"(2z)" | 


-一 so 一 《一 1)"2" jz", | 工 | < 3 
例 4 求 下 列 函 数 的 军 级 数 展开 式 : 


(1) arcsinz; (2) arctan 2 ; 
1]l— xr 
d _ 
(3) 五 | ; (4) zarctan 工 一 jn v1— x’. 


解 本 例 可 用 逐 项 求 积 与 逐 项 求 导 的 方法 求解 . 


。 + | 工 
(1) arcsiny 一 | 一 一 -一 dr 一 | (1 — £12)-12dz 
0" Vl 0 ) 
=| [> Dl) a 


并 一 心 
SF/ 1 .1 .2 1、 an 
= { 沁 放 Ll 3…(272 CO— 1)1] jd 


-- ~ (2n 一 1)1! 2 十 1 
“i 2 nr 1 Iz1 < 1 


1 
(2) arctan 2 > 一 | arctan 2 dr 
上 一 上 0 


1] 一 才 


*。163。 


=| i dt 一 ?| > 1)"t” |dz 


站 nn Tt1 
25 1) rE: ,|z| 二 1. 


天 二 必 


cost—1 一 _ _ 
(3) 一 一 > 1)" LAT ( ， 十 co )， 
d /cosZz 一 1 vs 2 一 1 2 
到 [到 = > "i 


(4) zxarctanz — In Yl’ =| ee _ J]n VI FR]'d 
一 erent 一 | DX ] 7" 一 1 — |d 


ya 2 
2 3 4 一 人 二” 
例 5 来 下 列 加 数 的 震级 数 展开 起 


(1) InGCz 十 V1 十 Z) (2) ZSInaw 
VT 十 并 2 ] 一 27zcosa 十 并 


解 ” 本 例 可 用 待定 系数 法 求解 
(]) 设 y _ ln(zx 十 V1 十) w1 十 工 ?) 一 Sax" 因为 
1 二 x 玉 一 心 
/1 | in(z 十 二 
和 一 一 一 2 一 一 一 一 一 一 一 一 |， 
lz 1 x 
所 以 (i 十 xXx)y 二 1 一 XYy 


(+x) Panr!=1— ry ar, 
开 一 站 


形 王 1 


-上 


>》 


即 ai 十 2axz 十 之 [as 十 1) 十 ai 人 一]]jr 


天 一 册 


一 一 GoX 一 > ,as az 
N=Z 
比较 系数 ,得 
Uo 一 1， 2a， 一 -一 do， 3C3 十 dl 一 一 dl da, 十 a。 一 一 Gy 


as 1604。 


由 y(0) 王 0 一 ao 一 0 得 


2 2 4 
dn 一 0， 21 一 ]， 2 一 ”了 了， ds 6" 
» (2n)11 
Con 1 | ( ] ) (on 十 1)11? 9 
从 而 y 一 六 (一 1 CD ao 1<xs1 
” ”到 (2 十 1 < 1 
SInQ 一 
= -一 一 | 
(2) 设 y 1 一 2zxcosa 十 zx? 之 anxz ; 则 


Xsina= (1 一 2zcosa 十 wx’) > aa 


一 Co 十 ai 过 十 GZ 十 air 十 
— (2aocosa)zt — (2alicosa)zz — (2ascosa) rz’ 十 … 
十 aoz2 十 aljz3 十 
比较 等 式 两 边 同 次 寡 系 数 ,得 
Qo = 0, al = sina, 4, 一 SID2a,…，a, 一 Sinzia，…， 
这 里 利用 了 三 角 人 恒等式 


sin(n + 1)a = 2sinacosa — sin(n — l)a, nn = 2,3, 


所 以 Xsina 


1 一 2zcosaw 十 zx’ 
一 ZSlna 十 zslin2a 十 … 十 Xx"sinna 一 > x"sinna. 


例 6 求 下 列 函 数 的 震级 数 展 开 式 : 


为 一 ] 


(1) ln2(] 一 z); (2) -arcsInz ， (3) ersinz， 
1 一 并 
(4) er ecos (zsina) ; (5) lIn(1] 十 工 十 ?十 xX:)， 
解 ”本 例 可 利用 震级 数 的 运算 求解 . 
(1) 因为 ln(1 一 z) = 一 2 允 ， 一 1 委 工 <<1 所 以 
< 一 7 


2(] | 一 a 
ln*(1 — xz) | bs 了 3 
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| 


| 


~ ] 1 1 ,1 wae 1 “=| nn 二 1 
2+ n T 2 a1 Tt n ] " 
| 1 


之 De 7 


< 民 十 (十 1 一 RD) ,i 
pe [> k(n+1—&k) J 
< 1 [~ 1 1 1 ， 
> Ht 


判 


| 1 
人 和 


2>)|1 十 二 十 坪 十 ， 十 二 


于 一 】 


n 十 ] 


一 1 之 工 之 1]. 


n 二 +1 


。 (2n 一 1) 1 1 2n 十 1 
(2) 因为 arcsinT 一 工 十 Dt -on 1) , |X| 过 1， 
] 一 〈] 一 x) 
Vl1l—x’ 
rz” 1。3 ， 1。， 3，9 
一 ] 十 + sa7 十 436 1 6Z 十 ， ，| zi 二 1， 
arcsinz 
zx? 
l | 3 
=-z 十 | 元 3 十 豆 | 
1。3 1 1 | “。 31 5 
+ | E+ 2A) 
— 2 32.4. 2407 4... 
Ti.3r T3353.5 7 下 
SN (2n 一 2)11 i 
= z+ 2 tir” "I+| < 1. 
上 . ~ ,1 
(3) 因为 er 一 之 nr SI 一 之 jx TSID 了 ，* 故 
> TX 1 
ezslnZz 一 一 一 一 Stin 一 并 
so 7 7 6 


0172 | l1!1(n— 1)! 


sin (x/2) ， 
“11 jz 


< sin[ Cn 一 有 )r/2)]1 , 
(> kl — RE)! jz 


> 人 后 十 sin| (2 一 1)7/2| 


= 11 (nC— k)nxlz” 
-= DD Hi 2 后 


(am 一 大) 天 ] 三 
一 2 PCsin | 


而 由 三 角 公式 与 棣 黄 弗 公式 ,有 


TT isin 开 | | 二 2 工 isin eos | 
1 + [eos 7 十 lsin 了 7 | | zees 1 十 21SIn 三 COS | 


—_ Nn/2 nn 2 nn 
一 2 cos 地 十 isin 罕 ]， 
叉 由 二 项 式 公 式 与 棣 莫 弗 公式 ,有 
工 ，。， Xl] 
+ cos 了 十 1Sin 了 | 
一 Cn 开工 | na 一 2 TT 
(一 | cos 7 十 1sin 7 十 十 人 2 “| cos 7 十 lslin 7 
十 Cr-1 cos 放 十 isin 了 十 Ce 
比较 两 式 的 虚 部 ,可 得 


nn 


n—1 
> ,Cesin 全 一 2"/2sin 
二 一 站 


zo a LL 
从 而 esinz 一 之 1 sin 4 PT co， 十 co). 


(4) 由 于 er cos (xzsina) 是 复数 


ee" _ extcose 十 lslna) — exTcose 十 ijzsina 
的 实 部 , 故 有 
re'” > 1 reio dn Ky ad 一 
© 一 一 |( 已 ) — > / 一 “一 2 (cosne 十 isinna ), 
及 一 心 7 ， 开 二 洛 ni 
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比较 上 式 两 边 的 实 部 , 即 知 
e™cos (zsina) 一 > zr (一 co ， 十 ce) 


六 一 扣 


同时 可 得 
e™sin(zsina) 一 >, A (一 co ， 十 ce )， 


玉 一 遇 六 ， 


(5) In(1 十 Xx 十 十 ZX) 二 ln(1 十 xz) 十 ln(1 十 x 7)， 


Sy 
因为 In 十 区 二 之/ ] ) nm? 1 过 ZX 世 1， 


DO Dp 
n+z) = 2D ,1<rel 


nn 二] 


故 ln(1 十 Xx 十 x 十") 


=- Dp" 三 十 SC 1 ' 


n= 1 
_ ~ m—1 Xx Lm/21—1 _ na :i 
= DD + Dy D2 + (一 1)"] ~ 


加 3 (CD) CD 1"] 


mm 


m= 二 1 


例 7 求 seczx,tanz 级 数 ， 
解 (1) secz 是 偶 函 数 , 寡 级 数 只 含 偶 次 项 ,有 


secZ 一 EF 本 让 1 re + 十 ， 十 Xx” 二 
由 于 seczcosZz 一 1 和 cosZz 的 展开 式 
zx? x4 ， 人 
cosz 一 1 一 条 十 五 一 人 … 十 (一 了 Es ri , 
E, EF, Xx I 1 
故 上 十 57Z 十 1 十 | 一 在 二 于 一 … 一 
| bE 
有 ol a a 0 a a 0 


解 得 
Eo =1,E=1, E,= 5, E,= 61, E,= 1385, E;, = 50521,.: 
。168。 


系数 五 ; 称 为 欧 拉 系数 . 
(2) tanz 是 奇 沙 数 , 逢 级 数 只 含 奇 次 项 , 即 


_ Ts 13,;s i ..， 
tanz = Lr + 31T tz TT Coro 十 ，…，. 
由 于 tanxz 二 sinxsecxz, 故 
zx” Xx” 也; 2 E, 4 
17 一半 + 和 一 | 


了 7 
一 TIZ 十 a1 十 51T 十 ，…。 


一 一 _ E, E, 已， 下 ; E, 
ee Et er 
解 得 T=1, Ts=2, Ts=16,T,=272,". 


系数 7'; 称 为 正切 系数 . 


Do 


(3) 因为 所 一 > 学 , 则 


er 一 1 六 7x? rx"-1 加 ~ xz"-l 
7 

+ b b: , 5 S 包 

设 it Trt oT 十 = 和 


x” pb 0 
则 1 十 荔 十 午 十 [Bo 十 他 z 十 全 + =1 
比较 同 次 军 系 数 , 得 
js 109_19_， 1. 
bo = 1, Bi = 2’ P= 6 P= 0, p= 


30° 
当 n 之 1 时 » Pz2n+1 一 0， 
B, 一 (一 1)”” Bs 称 为 伯 努 利 (Bernoulli) 数 ,有 


B, 一 二 已: B, = 二 B= 二 ,Bs=2 


6 ?30° 42 30， 66” 
例 8 将 下 列 函 数 在 指定 点 展开 为 泰勒 级 数 : 
l 一 ] ， 1 
(1) ry pe 2Z0o 一 上 ; (Dln Spor rg’ Xo 一 1]; 
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(3) ln ——— 


9 20 一 了 ; (4) 1 Xo = 2. 
.二 


解 展开 f(z) 的 帘 级 数 时 ,首先 要 将 f(z) 变形, 使 之 出 现 
《Zz 一 Zo) 的 因 式 .一 般 利 用 已 知 展 开 式 展开 ,特别 要 注意 对 收敛 区 


二 一 


间 的 讨论 . 
(Dz 
ZX 十 4 十 3 (十 3)(z 十 1) 217r 十 1 工 十 3 
= 地 [也 THGT 一 
2L2 1 二 (z 一 1)7/2 4 工 十 CCz 一 1)774 
lo zol lo ,zol 
=4 2 1)"| ; | 3 2 1)"| ; 
J md (x —1)", 
| 
(— 2 
(2) In 37 Inf1+ (z+1)?]= > C1) 
C20 
(3) ln -二 -二 一 Inz 一 In(I 十 z) 
二 ln[ 1 十 (zx 一 1)j] 一 ln[2 十 (zx 一 1)】]， 
因为 In[1 十 (z 一 D]= 2 一 D7 二 ,0<zr< 2 
in[2 +(z—1)]=ln2 + (1 TE, 1 <r<a. 
n=1 
故 ”In 一 了 = -In2+ DD" | -均一 1 
1 十 工 人 2"°) 
由 0<z 和 2 和 一 1<z 委 3 得 , 收 伍 区 间 为 (0,2]. 
Do 1. 1 
rz 2 二 (zr—2) 2 1 二 (CC 二 2727 


1 -二 > - 并 一 二 | = - S\(— 1 y， i 
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由 |x 一 2| 二 2 得 ,收敛 区 间 为 (0,4). 


例 9 将 下 列 敬 数 在 指定 点 展开 为 泰勒 级 数 . 
(1) cosx, Xo=NA/4; (2) cos(27Xx++ /4), ro—=0; 
] 十 工 


(3) zln 1 十 二 arctanz 一 XxX, Xo=0. 


2 
解 解法 同上 全 
(1) cosZz 一 cos|[ rx/4+ (x— rx/4) | 
=cos(x/4)ecos( zx—A/4) —sin(x/4)sin( rx—7n/4) 


— 2 , (ZO—x/4)” 
和 | > 一 1 《27 ) ! 


S14 | 


pa C2n—1) 71! 
-人 >- Drefo0a|z z 一 工 | (一 co,+oo) 
《2) cost 2z 十 A COS (TV/4)cos2z 一 sin(x/4d)sin2x 
i 
A De 到 (一 co ， 十 00). 
(3) Fln 1 十 六 arctanz 一 zx 
Lado adr lamane 一 工 
-4 D+ 了 | 了 芋 一 z 
和 T+ 
-放声 守 i 十 去 | > 1)"t”"dt — x 
一 4 2 2 TT Xs I- 
= Di (一 1 


3 
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例 10 将 函数 (zx) 二 lnz 按 分 式 二 一 -的 正 整数 者 展开 成 


级 数 . 
解 当 xz 天 一 1 时 ,Inz 一 In| + 于/ | | 因为 
ln n= 2|u 十 也 中 十 写 二 x| 到 1 
i ne + + 
由 | ci| < 和 得 , 收 伍 区 间 为 40, 十 co). 
例 11 将 西数 (zx) 一 二 = 按 分 式 千 的 正 整数 备 展 开 戌 
者 级 数 . 
解 f(x) 一 开工 IT 十 工 一 TI VE x/ T+) 
- | 一 ; 于 | 9 二 z)" 的 展开 式 ) 
Fz[1+ > I | 
-Tr 
由 | 人 | <1 知 ,x 之 一 1/2, 而 x 二 一 1/2 时 ,级 数 条 件 收敛 , 故 级 


数 的 收敛 区 闻 为 [一 1/2, 十 2). 
徊 级 数 常 用 来 求 极限 ,计算 积分 ,证 明 不 等 式 或 等 式 , 作 近 似 
计算 等 ,以 下 通过 例题 来 讨论 适 级 数 的 应 用 问题 . 


例 12 求 极限 lim| 去 十 点 十 … 十 总 ;a>1. 
nool 人 雪 《过 wt 
解 ” 设 SCz) = > nr", iz| 过 1. 
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S (Xz) 一 zy nz! 一 zl yz 一 z| ] 一 
nm 一] mn 一 ] 


.也 


GD 
因 为 aa ,所 以 1/a<<l, 从 而 


2 


1 一 1 


= a o> 1. 


。 时 ud 
由 lim| 去 二 二 十 全 二 和 )= lims, = (1 — a) 
例 13 .利用 画 数 的 竺 级 数 展开 冰 下 列 极限 
C1) limn [ln 十 ] ) -一 lnn |; 


. arcsinx 
(2) lim 一 一 一 一 
x—0 Sl 天 


(3) limn| x — xzaln| 1 十 加 | 
I-* CO 

解 〈1) 先 求 jn zlLnGz 十 1) 一 lnz]. 
jimzLin(z 十 1) 一 jnzj 


-ll+ z= 
-人 二 二 二村 二 -| 
-1 
所 以 limn[ln Cn 十 1) Clnn |= 1. 
(2) arcsinz 一 工 十 2 Hs ”( 见 例 4(1))， 
in 一 二 工 ”《〈 见 例 3(2)). 


代入 二 rcSinzx , 即 得 


sin’x 


“ 17/3。 


(2n OO— 1)11 
一 蔗 一 
, XI arcsinz 
lim 一 一 一 一 


_ 全 nD 
-0 Sin*x 0 


T— 人 0 


2 一 TD 《1 一 3) 


< 十 T) 


Trt! 


一 lim 2 


2 3 [= -证 8) ， 本 


HH 


(3) lim | z—ziln 


例 14 讨论 c 为 何 值 时 ,以 下 不 等 式 成 立 
ee “X22, zxE(— ,+ 00) 
解 。 因为 由 e” = > 三 


打 一 履 


2n i 
e* 十 e ”= 2>， 和 <2> 工 


_ our/2 
Zn! 而 
所 以 , 当 ec 之 1/2 时 ,有 ez 十 ez<2er 7 


反之 ,因为 
9 cr 二 一 于 
0< lim 2 te 
jim2U 二 cz 十 ) 一 20 十 /2 十 …) ] 
一 3 二 CC 一 一. 
x0 2 区 2 
故 , 当 且 仅 当 c 之 


1/2 时 ,er 十 e-* 式 2e"” 成 立 
例 15 ”证明 : 对 每 一 正 整数 ,级 数 》) 是 e 的 整数 们 


证 设 f(zx) = 盖 z, 则 所 求 为 (1). 
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因为 > 玫 z 在 (一 co， 十 co) 内 收 敏 ,可 乏 项 积分 , 故 


(zz) 一 工 >， 1 = Xf1(7), 
n= 二 ] " 


kA—1 CO 二 一 ] 


[fd DT rr = xfer), 


| 
办 一 上 看 n= ] 天 | 


Oe 


| frit)dt 一 > i 一 工 >， 1 — rf;(x), 
0 " 二] " 


一 人 
而 | fwWar = > 
于 是 fz) = zr rler 一 17000097， 
ZTCTCECe — DY 
下 次 


即 jz) 王 PCz)er ,PaeGz) 是 工 的 整 系数 多 项 式 , 所 以 


= 
> ,一 一 781) 一 PC) ，e， 


ntl 


nn 二 1 
这 里 ;Pi(1) 是 整数 . 
l dx 7 
| 16 当 a 之 1 了 时， 一 一 二， 
例 16 已 知 当 a>1 时 ,| A 
(2n CO 1)1!1 


= XR n= ld 


十 明 :| ， 万 二 二 2n 1 
证 将 已 知 等 式 两 边 按 1/a 的 帮 次 展开 ,有 


| dz = 二 | dx 
tn) VR al d/o) Vi 


二 


rp 


a 


| 
~ 
2 


1 1»、 二 | Ty 
Vl—x’ 2 4 -1 V7 
2 


= | 一半 一 ;dx ( 奇 函数 积分 为 零 ) 


下 一 阁 


vz 1 在 (一 _ 
这 里 , >)| 志 | -二 二 关于 < 在 (一 1,1) 内 闭 一 致 收 伍 , 故 
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Y [a,6] 己 (一 1,1), 级 数 在 [a,5] 上 可 逐 项 积分 . 其 中 > ) 去 收 


找 ， | Fd 委 XK( 有 界 ), 依 阿 贝尔 判别 法 ， 级 数 
< 一 > 二 用 ==47 关 于 4， 当 所 [一 1,1j 一 致 收敛 . 取 极 限 , 即 知 
等 式 合理 ， 
Tt x 1 1—1/2 Tt (on — 1) 11 ] 
Hi al -4 和 2n11 2 


比较 两 式 同 次 者 系数 ， 即 得 
| Xx” dz = “27 DD!! 
二 C2n) 1! 


1 
例 17 计算 积分 | nz dr 
0 1 ~ 二 
1 _ 2 2 
解 | dz 一 [ ed 
=- | 1nzxzdz 十 | 二 -一 本 zalnzdz 


一 一 ] 十 | | Slnz) dz 
0 =1 


因为 > xz”inz 虽然 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 ,但 在 [0,1] 上 可 逐 项 积 


Ti (n= 1],2,). 


分 . 事实 上 ,在 (0,1) 内 , > \zzlnz 为 等 比 级 数 ,有 


rx’ | 
se 0<zx<1, 
0， 


区 二 ]， 


故 S(1 一 0) 关 S$S(0), 级 数 不 一 致 收 钱 .而 
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一 < 
” ， 人 


= 十 1 l 


x’lnzxz 


1 一 到 在 (0,1) 内 有 者, 即 1R,(ZX) | 委 Mz” ,从 而 


DH- 避 x) 


Reopdz < | | R, (Xz) I dz < M| zzdz 一 一 > 0 ， 


四 
27 十 1】 
所 以 lim | RuCz)dz 0. 


! jnz — | 2 
| T 一 dz 二 1 十 2 工 lnxdz 


1 1 
1- mT - 2 ny 


1 < 1 
-— [> (2n mit > es)t pe 


例 18 计算 积分 | ln dx. 


lj. 
解 ln 一 了 一 ln(] 7) 二 T+ 十 十 要 十 ，| 工 | 过 1， 


级 数 在 |z| 委 ” Gr 和 1) 上 一 致 收敛 , 故 可 以 逐 项 积分 . 当 Z<1 时 ,有 
1 x T’ 
n dz 二 一 一 十 二 十 二 十， 
0 | sm 了 三 也 昌 
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. = . 区 x x | 
dim | In 二 dz 一 lim|T +a 3+ |=1 
ma 
即 |m 这 -dz=1 


2 
例 19 证 明 | ecOos (siINnNr )cosnrdxz = 一 
性 


ni 


[于 


证 ee = etn 一 ec cos(sinz) + isin(sinz) ]， 
2 页 
故 | ecos (sinz)cosnzrdrz 
所 
?0 lk2 
> 和 Es 
k=0 ‘* 
oo elkz 
而 级 数 > 二 在 [0,2r] 上 一 致 收敛 ,于 是 
k=0 从 ， 


2 °o er °0 1 作 开 | 
Re| COSNT > / dz 一 Re > 二 | ercosnzrdr 
0 上 起 二 属 时 上 二 0 " 0 


Cy 2 
一 Re > ， 十 | COS1T(cOosSRZ 十 1sInkr) dx. 
k=0 “1 


由 三 角 冰 数 系 的 正 交 性 ,因为 


2 ix en 
一 Re| es cosnrdr 一 Re| coOsnxz 
心 心 


Tn kon, 


0， 上 六 凡 ， 


AT 
| cosnzxcoskrdrz = 
心 


之 元 
| cosnzsingExdx = 0， 
0 


2 
. A 
扩充 | e“cos(sinzx)cosnrdrx = 一 。 
0 nl 
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第 九 章 ” 傅 里 叶 级 数 


第 一 方 ” 傅 里 时 级 数 展 开 式 


主要 内 容 


1， 大 图 数 f(x),g(zx) 在 区 间 [a,5] 上 可 积 , 且 
| fn)g Cr)dz -= 0, 


则 称 另 数 f(x) 与 g (xz) 在 La,b5j] 上 正 交 . 
共有 正 交 性 的 函数 系 称 为 正 交 函数 系 . 
三 角 困 数 系 
l, cosx, sinx, COsS2T, Sin27T,°**, COSNX, Sinnzs' 


在 [一 x,xj 上 正 交 , 称 为 三 角 函 数 正 交 系 . 
| cosnzdz 一 0， | sinnzdz 一 0， 
|_cosmzcosnzdz 一 0， | sinmzsinnzdx 一 0， 
| cosmzsinnzdx 一 0， 
而 | eosinzdz 一 | sinnzdz 一 X， | ladz 一 27， 
2. 由 三 角 函 数 系 所 产生 的 形 如 
也 十 > (a,CoOsnz 十 bsinnz) 
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的 级 数 称 为 三 角 级 数 . 
若 级 数 十 > (1a,| 十 |) 收敛 , 则 三 角 级 数 在 整个 数 


轴 上 绝对 收敛 且 一 致 收敛 . 
3， 设 盯 数 f(r) 以 2 为 周期 ,在 [一 x,，xj] 上 可 积 , 且 在 
L 一 xz 上 对 应 一 个 三 角 级 数 , 即 


f(x) ~- 了 十 >》 (a,COSNnz 十 b,sinnz), 
n= 1] 


则 dn 一 | f(x)cosnzdz, 1 一 日 ,2 和， 


,一 元 
b, 一 二 | fx)sinnrdzr, n = 1,2,., 


其 中 cp 称 为 7Cz) 的 傅 里 叶 系 数 ,级 数 称 为 AKCz) 的 傅 里 时 级 数 . 

4， 狄 利 殉 雷 定 理 若 以 27 为 周期 的 函数 f 在 [一 x,x] 上 分 
自 光 请 , 则 在 每 一 个 点 zEG [一 frr], 了 的 傅 里 时 级 数 收敛 于 了 在 
点 工 的 左右 极限 的 算术 平均 值 , 即 


+ tz 0) 一 了 十 > ， (acoszX 十 b,sinnz). 
nn 二] 


该 定理 也 可 写成 :车 函 数 了 在 [一 x,x] 上 分 段 单调 , 且 除 有 限 个 
f(r), 是 了 的 连续 点 ， 


(XC—0 、 
SCr) 一 A 十 0， 工 是 /的 间断 点 ， 

/ (一 X 十 0) 十 Jr 一 0) 

Tg 工 二 十 XX. 


疑难 解析 


1. 怎样 对 函数 进行 依 里 叶 级 数 展开 ? 
答 首先 考虑 函数 的 定义 区 间 和 是 否 满 足 收敛 定理 的 条 件 . 
180。 


(1) 如 果 Fz) 是 定义 在 (一 ce， 十 ce) 内 以 2x 为 周期 的 困 效 ， 
且 满 足 收 全 定理 条 件 , 则 可 直接 依 定 理 写 出 伟 里 叶 级 数 并 确定 和 
函数 . 

(2) 若 函 数 f(z) 定 义 在 区 间 [ 一 x,xj 或 [0,2xj]j 上 , 则 应 理解 
为 f(x) 是 定义 在 整个 数 轴 上 以 2x 为 周期 的 函数 . 即 对 [一 rr] 以 
外 部 分 按 函 数 在 (一 xf,zxj 上 的 对 应 关系 作 周 期 延 拓 (不 必 写 出 ). 
例如 ,f(z) 为 定义 在 (一 x7,xj 上 的 函数 , 则 经 周期 延 拓 后 的 函数 是 
f(z), 一 不 < 之 ZX 世 7， 
f(r— 2k7), (2k — I) < rR (2 十 1)7. 
这 个 过 程 在 解 题 时 不 必 写 出 ,然后 按 收敛 定理 写 出 健 里 叶 级 数 并 
确定 和 肾 数 . 

(3) 夺 /xz) 是 定义 在 (一 r,rj 上 的 奇 函 数 ( 或 偶 函 数 ), 则 a， 
一 0( 或 六 一 0) ,在 连续 点 上 


f(x) = > bsinnzx 或 f(x) 一 了 十 > wecosnz . 
一 ] 用 一 了 


大 f(x) 只 定义 在 (0,xj 上 , 则 可 先 作 奇 延 拓 ( 或 偶 延 拓 ) 即 延 
拓 为 (一 x,xj 上 的 奇 孙 数 (或 延 拓 为 (一 x,xj 上 的 偶 函 数 ), 然 后 再 
展开 成 傅 里 叶 正 弦 级 数 ( 或 余弦 级 数 ). 

2. 傅 里 叶 级 数 的 实质 是 否 在 于 积分 区 间 ? 

答 傅 里 叶 级 数 的 实质 不 在 于 积分 区 间 , 而 在 于 所 选 的 函数 
系 是 三 角 上 函数 正 交 系 . 当 改 变 积分 区 间 时 ,只 要 选择 不 同 的 三 角 函 
数 正 交 系 就 行 . 在 区 间 [a,5j 上 要 得 到 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 , 就 要 取 
规范 正 交 函数 系 , 如 


f (x) = 


] 1} AT 1] . Xx 1 2NA7 1 . 2XAxx 
— GCOS C—,， sin 一， 一 -和 Cos 一 一 ， Sin 一 一， ， 
V2 vl ‘: Vi ‘ VI 上 Vi l 
(一 本 他 一) 
此 时 ,相应 地 有 
Hz) 一 字 十 > ascos 7 + bsin 于 ， 
n=1 
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pb 
其 中 Qo 一 于 | f(r)dz, a, 二 a f(x)cos dr, 


6 
b, = +| f(x)sin dz. 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


明 数 的 傅 里 叶 级 数 一 般 按 疑 难 解 析 1 中 所 述 方法 即 可 求 出 . 
但 在 计算 傅 里 时 系数 时 ,要 特别 注意 积分 的 技巧 和 对 下 标 的 讨 
论 , 有 时 还 要 讨论 傅 里 叶 级 和 函数 的 连续 性 与 级 数 在 区 间 上 的 收 
伍 或 一 致 收敛 性 ,讨论 中 可 用 到 函数 项 级 数 的 性 质 与 判别 法 . 


、 0， 一 T 委 二 <0， 
例 1 设 f(zx)= 1，0<r<r 


(1) 求 (x) 的 健 里 叶 级 数 ; 

(2) 级 数 是 否 收 剑 ? 是 否 收 人 鳃 于 f(x)? 
(3) 级 数 在 (一 Xx,7) 内 是 否 一 致 收敛 ? 
解 (1) 由 傅 里 叶 系 数 公式 ,得 


4 一 二 | ez)dz _- 二 | dz 一 1， 


裤 


一 0， 
0 


1 i” 1 . 
a», 一 一 | cosnzdxz = —sinnn 
人 Jo nn 


”1 加 加 ， 
一 Ll — (— 1)"] 


0 


0Q， n 一 2m,， 
-| 2 m 一 0U ,2,"'*， 


(2m 十 1] x? n 二 2m 十 1， 


] [< ， 一 】 
,一 一 | slinzzdx = COSNN 
To nA 


， 1 < 2  . 
所 以 f(x) 7 十 之 ， [2 了 TAXsin(22 十 1)7Z， 


(2) (xz) 满足 收敛 定理 条 件 , 所 以 f(z) 的 储 里 叶 级 数 在 数 轴 
上 处 处 收敛 ,在 [一 x,x] 上 
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1 — 2 . 
2 之， Cn Dr rt I 


f(r), XE [~ 7#,0U 0,r), 
172， 工 一 0， 
(3) 因为 Fz) 的 傅 里 叶 级 数 的 和 函数 在 (一 rr,x) 内 不 连续 ， 
所 以 级 数 在 (一 xx) 内 不 一 致 收敛 ， 
例 2 设 太 xz) 是 以 2x 为 周期 的 可 积 函 数 , 在 [一 rr 上 的 傅 


里 叶 级 数 为 了 上 (z) 一 子 十 > (ascosnz 十 bsinnx) ,证明 :平移 后 的 
畏 数 f(z 十 A) 的 傅 里 叶 级 数 为 


Te 


f(x) ~ > 十 > (a,coOsnz 于 b,sinnz). 


及 二 1 


其 中 a, 一 a,cosnh + bsinnh, n= 0,1,2,, 


p, — bcosnh — a,sinnh, n= 1.2,. 
i 4a, = | f(z hcosnrdr 
二 及 
一 | ft) cosnt 十 cosnh 十 sinntsinnh ldt 
一 所 十 只 


一 二 | cosnp| f (cosntdt 十 sinnh| f(sinnidt 
一 a,cosnh bsinnh, n= 0,1,2,".. 


类 似 可 得 b,=b,.cosnh—a,sinnh, 72 一 上 ,2 ，…， 
例 3 设 f(z),g(Xx) 均 为 可 积 函数 . 证明: 若 f( 一 x) = 


g(X),B f(x) 一 十 > (a,.cosnz 十 bsinnx), 则 
”二 ] 
a 


££(X) ~ 了 十 >》, (a,COSNnXT 一 bsinnz). 


nH 二 1] 


证 因为 ,对 g(x), 有 


| g(r)cosnrdzx 
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| g(xX)cosnzdz 十 | gC)cosnzdz | 


1 
元 
| g(— t)cosntdt 十 | 8 (cosntdt | 
到 | f(x)cosnr = a,,， 
并 .) 一 x 
二 | 8& (ZT)sinnzdzx 

| g (XT)sinnzdxz 十 | gsinnzdz | 
[| g(— t)sinntdt 十 | gc— sinnidt | 
一 | f(r)sinnzrdzr =— b,, 
所 以 g(rT) ~ 子 十 > ， 《acos7T 一 bsinnzx). 

类 似 可 证 ;车 f(—7x)=—g(x), 有 8 

f(r) ~ 子 十 2 (a,cosnz + bsinnz) ， 


-六 


则 g(X) ~ 十 D>- axCOSnZz 十 b,sinnz). 


例 4 设 函 数 pr Xj 上 光滑 ,证 明 ， 
(看 (一 zx) 二 f(z) 或 f(x 一 z+) 二 一 了 (zx), 则 函数 的 健 里 


叶 级 数 是 f(x) = >》 ,az icos(271 一 1)x; 


n= 二 1 


(2) 者 1( 一 ZX) 二 一 f(z) 或 f(x 一 ) 二 /(7z), 则 函数 的 健 里 


中 级 数 是 f(z) 一 ,boisin(2n — 1)7. 


证 (DD) 著 f( 二 疏 二 f(a) 或 fr) 二 fw 则 f(x) 
为 偶 消 数 ,b, = 0,n 二 1,2,…. 而 


2? KR/2 x 7 
Ko 一 | fer)dz 一 < [| f(z)dx 十 | fenazl, 
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4 一 你 | Ar)cos 2nzxdz 


一 二 | fz)eos2nzdz 十 | f (x)cos2nzdz | 


设 X= 二 "一 1, 则 dx 二 一 dt, 于 是 
友 0 x/ 
| f(z)dzr =—| f(r— d= | fr — zdx, 
Kx/2 x/2 0 


Ei | 
| f(r)cos2nzrdx=— | fx — tcos2ntdt 
天/ 2 FA/2 


x 
一 | fn — TCcOSonzrdzx. 
0 


斥 以 ao 二 二 | 上 codz 十 | or 一 mdz | 
= 2| [co + fr— zr)Jdr=0, 
4 一 二 | Frycos27zdz 十 | Fr 一 x)cos2nzdz | 
一 人 | [f(zx) 十 Ar x) jcos2mzdz = 0， 
从 而 f(r) = Sl ay, icos (2n — 1)z. 
并 一 二 
(2) 请 读者 自己 用 类 似 方法 证 明 . 


例 5 设 函 数 f(z) 在 [一 x,xj] 上 可 积 , 证 明 : 

(1) 若 VY zEL 一 rr ,jz 十 rr 一 大 xz)， 则 ax 一 0 一 0 

(2) 若 VY zEL 一 rr ,jz 十 mr 一 一 rr)， 则 ax 一 2 一 (0 
其 中 Qi 7 0 都 是 函数 jz) 的 傅 里 叶 系 数 . 

证 (1) 依 傅 里 叶 系 数 公式 


4a2k-1 一 二 | f(x)cos(2k 一 1)zdz 十 | fez)cos (2h 一 1)zdz |， 


Do 1 一 二 | f(r)sin(2k 一 1)zdz 十 | f(r)sin(2k 一 1)zdz |， 


设 == 一 t, 则 dz 二 一 dt, 于 是 
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| fx)eos(2% 一 1)xdz 一 一 fet 十 Tcos(28 一 ])tdz 


= 一 | f(z rn)cos(2k — 1)rdr. 
| fC)sinC2k 一 1)zdz 王 一 | f+ nsin(2k — 1)rdr 


一 一 | fx nsin(2k — 1)rdz. 
将 后 两 式 结果 代 人 前 两 式 中 , 妈 得 


dv!1 = 0, pi 1 一 0 
(2) 用 类 似 方法 可 证 . 
Z 十 2T 一 不 < 之 X 之 0， 
例 6 设 ro 工 一 0， 
工 ， I 过 rEXA, 
将 f(x) 展开 成 以 2x 为 周期 的 傅 里 时 级 数 . 


解法 1 依 和 常规 方法 计算 健 里 叶 系 数 . 
Qo 二 二 fz)dz 一 二 | ce 十 2X)dX 十 | zaz | 


2 


十 于 | |= 2X. 


一 并 


4 ,一 二 | f(x)cosnrxdz 


| 


0 天 
[| ( 工 十 27T)cosnxzdxz 十 | zcosnzndz | 
x 0 
1 
Tt 


SINnz z 0 1f* . 
一 [zx 十 27) 一 二 | sinnzxdrz 
n _ x 
TX. " x 
二 一 SinnxX| 一 二 | sinnzdz | 
天 0 0 
] 


一 一 -一 | sinnzxdzx 一 0， 
Nn)_x 


b= 主 | f Cx)sinnzdz 
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一 二 [| (ZX 十 2r)sinzzdz 十 | zsinnzdz | 
0 0 
一 趣 | | 一 < 一 2T -COSNnr -十 | cosnzrdz 
和 —x NHR-—x 
十 | 一 cosnz 二 二 | cosnzdz | 
0 


人 
nn nH nn 


nn 


故 jz =r 一 2 Lsinnz, 一 x<zsa 


中 < 】 


解法 2 ”利用 周期 函数 特性 (fC) 以 / 为 周期 , 则 | ”f(x)dz 
与 a 无 关 ), 令 F(z) 二 x, 计算 健 里 叶 系 数 ， 


1 bi 1 2 式 
Qu 一 | Fl(r)dr = | Fl(r)dzr 
XT ) _r No 


之 区 
一 二 | XZQdZ 一 1 
To 27 


2 芯 
二 一 AX, 
0 


9 2 
a 二 | rF(r)dr 一 二 | F(zr)cosnrdr 
Tx Xo 


2 | 2 ， 
-一 二 | sinnzdz | 
好 J 0 


1 | 1]『 福 ， 
一 一 -| xcosnzrdr 一 一 | 一 SIln7 代 
Pe 口 所 ni 0 


2 


— OQ， 


0 


l 
= 一 jan 
于 1 2 1 2 
六 一 一 | F(zr)dzr 一 一 | F(x)sinnrdr 一 一 | zsinnrdr 
Tx 区 Jo Jo 


2 2 其 
十 二 | cosnzdz | 一 一 二 ， 
Ho 


nn 


故 jz) =x 一 2 一 sinnz, — xr<rn 


解法 3 利用 了 熙 数 的 奇偶 性 , 记 
TT 十 TXT， 一 < 工 所 0， 
p(X) = f(z)—x= 40, 和 一 和， 
TX, 0<rRn 
187。 


则 wp(Cz) 为 奇 男 数 , 先 求 w(Cz) 的 傅 里 时 级 数 . 


Co = 0， a, = 0， 


b, = | pz)sinnzdz 一 二 | (TO— XX)sinnzrdz 
RJ RJ 


一 和 一 一 cosnz | 十 这 | cosnzdz 一 一 2 
0 好 区 JJ 0 好 
故 P(X) 一 一 22。 Sinnz, 
_ ~ owl. _ 
从 而 f(x)=7 22, Sinnz, XI 


三 种 解法 求 得 的 傅 里 叶 级 数 是 一 致 的 ,但 计算 的 繁 简 程 度 却 
不 同 . 解法 1 要 计算 六 个 定 积 分 ,解法 2 要 计算 三 个 定 积 分 ,解法 
3 只 计算 一 个 定 积 分 :自然 是 解法 3 最 好 .但 解法 3 往往 不 易 想 
到 . 这 时 ,我 们 可 以 先 作 出 f(z) 的 图 形 , 然 后 借助 函数 的 图 形 特 
性 ,特别 是 考察 函数 的 奇偶 性 ,选择 适当 的 解法 . 这 样 可 以 极 大 的 
简化 健 里 叶 系 数 的 计算 . 

例 7 将 下 列 函 数 展 开 为 傅 里 时 级 数 ; 

(1) f(x)=7x, ART; 

(2) xz) 一 2sin(z7/3)， 一 r< 妇 xz<<r; 

(3) jz) 一 6 十 1， 一 xz<<x; 

(4) jz) 一 jz ， 一 xzx 安 < 委 7. 

解 ”本 例 的 函数 是 比较 简单 的 . 先 考 察 函 数 是 否 符 合 收敛 定 
理 , 古 否 奇偶 函数 ;再 计算 傅 里 叶 系 数 , 求 出 和 函数 . 

(1) 1z) 一 Z 一 rr 魏 z 魏 rr 符合 收 敛 定 理 条 件 , 且 f(x) 为 偶 
图 数 . 故 忆 一 0. 


-22 

Qo 一 “| zxdz = 3 ， 

4， 一 加 | XCcosnzxdx 一 乞 | zd (sinnzx) 2 (— 1)" 4 
Tn RAjo 


nn 
因为 f(z) 在 [一 x,xj 上 连续 ,所 以 
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, co 
jz) 一 村 十 > (一 1)" 各 cosnz， 一 不 世 工 忒 XT. 


下 一 】 


(2) f(z) = 2sin (x/3), 一 TXT 魏 工 <T， 符合 收敛 定理 条 件 , 且 


f(z) 是 奇 晒 数 . 故 ao 一 0ya" 一 ， 
b, = 全 | 2sin 二 sinzzdz 
Jo 3 
三 | [eos( 1/3 — n)x— cos(1/3 + n)zr]dxr 


TT 


2 — 1/3)zx sin(z 十 LA | 


x 7 一 1/3 7 十 1 73 。 
_ 2/sin(n— 1/3)x _ sin(n + 1/3)7n 
n 1 -一 1]/3 j 十 1]173 
3Y31 一 cos7zT cosnx 
x 312 一 1 3n 十 ] 
一 一 __ 1 3 3 l l 
‘1 于 一 十 又 干 ] 
n—1 18 VY 3 。 n 
一 《一 1 n 9 一 二 


因为 f( 一 x) 关 f(《7) ,所 以 


18 V3 
f= 1 | 
(3) f(r) 二 =e” 十 1 ,一 xzx 委 十 rr, 符合 收敛 定理 条 件 . 故 


ao 二 二 | Ce: 十 1)dz = 二 [er 一 e “十 2rj， 


sinnz, |x| 三 1. 


a, 二 去 | (er 十 1])cosnzdz = | (ecOsnz 十 cosnz dr 


-1 | 人 (cos1Z 十 nsinnx) 十 sinnz | 


开 L1 十 和 _x 
一 元 | 下 7 一 one | 一 (一 1 er er) 
TL1l1 十 7 ] 十 72 (1 十 722) ~” 


b, = 二 | (e” 十 1)sinnazdz = 二 | (esinnz 十 sinnzr)dz 
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1 A e” . 
一 二 | z (SINnx 一 ncosnxr)dz 
-xr 一 7 


一 i | 二. cosnn 十 2 cos (— nn) | 


《一 1)’ ‘Tin TR 一 开 
(1 十 72) (人 ee 一) 
因为 f( 一 x) 关 f(z), 且 shx 一 (e* 一 e ")/2, 故 


(x)= Le 一 e "十 2x|] 十 > 0 i ye 一 ee ")cOosnx 


(— 1)” 7 A 
+ > NAC ny J Ce ee ")sinnz 


(cosnzr 一 nsinnz), |x| 过. 


shx 2Sshr (— 1)” 
二 1 十 一 十 下 2 rt 


偶 图 数 . 故 久 一 0. 


2 丈 
do 一 | Trdz = XN， 
区 J 0 


a, 一 | zeosnzdz 一 二 | zdsinmz 
拒 0 nNAjo 
分 部 | 2 1 | = 六 | | 
一 一 -一 | Sinzd 一 一 COSH 一 二 | 一 一 一 一 一 
n 1 NNALn n 
《一 4) 
一 -一 ,一 0,1,2，… 
(2k 十 1) 0 
因为 f(z) 二 |z| 在 [一 x,xj 上 连续 ,所 以 


Tn 


_T_ 4m 1 \ 
f(x) = 7 x 2 Con — jyiCOS (2n 1)x, Ix| 夺 Xx 


例 8 展开 函数 /zxz)=arcsin(sinz) 为 傅 里 叶 级 数 . 
解 f(z) 是 周期 为 2r 的 周期 函数 ,化 为 
一 TX， 一 XT < 7T/2,， 
f(x) = 47x， — Xx/2 芝 XA/2， 
T 一 人 并， TX/2 过 TIARX. 
* 1 90， 


显然 ,了 《xX) 是 奇 中 数 . 故 do 二 Qa, 二 0., 
b, = 和 | fr)sinnzdz 


二 /2 不 
一 2|| Xsinnzdxw 十 | (XC— z)sinnzdz | 
nT 0 NR/2 
2 nw/2 [2 
一 2[| xsinnzdzx 十 (一 De zsinnzdz | 
0 已 


/2 
一 <[] 十 (一 "| xsinnzxdz 
0 


一 2 二 一 | 一 ZCOS2Z 二 ne | /2 


2 


nt nn n 0 
| n 一 2k, 
=44 CD k= 1,2. 
x "R11 "Al 


因为 f(z) 在 (一 ,十 oo) 内 连续 ,所 以 


4 于 一 ] 
arcsin(sinz) 一 人 2 Ls 
例 9 将 下 列 函 数 展开 为 传 里 叶 级 数 ， 
《1) 8zZ) 一 337 十 1， 一 TXT 妇 < 
(2) jz) 一 e， 一 T 福 Z<T; 
(3) (zz) 一 下 一刀 一 KT<Cz< 妇 Ti; 
pz， 一 T 委 < 0， 
aX, 0<><<TX. 


sin(2n — 1)x, — 0 < 过 所 十 ce， 


(4) /C7)=| 


解 ” (1) ao = 二 | (32Z 十 1)dz 一 20 十 1)， 


a, = 二 | (37° 十 1 Jecosmzd 人 并 
1 
一 元 | 元 3X° 十 1)sinnz -| sinnzdz | 
XT|n 
_56 | 一 | 
一 一 一 | XCcOsnz 一 cosnzdz 
nn ex 


"19] 。 


= (一 1 )” 一 Sinnz 


b, = 二 | (37’? 十 1l)sinnzxdz 


了 


COSNX (一 co， 十 co). 


故 /om =m+1+122 所 


l x _ 2 
(2) ao 一 1 ras 一 1 — ee “"), 


™ 9 
十 | ernsinnzdz | 


1 人 ,. ] 
4 一 一 | ecosnrdrz = -一 | ecosnr 
Tn 2 


一 页 


一 二 二 (ez 一 ee 所 ) 十 | escosnz 一 | eracosnzrd 
CT 4 i _x 

_ (~ 1)"(e”"—e ) 一 2(— 1]) "Ce 一 e *) 

(n° 十 4) 7 4 (n’ 十 4) | 
bp, = | ce“sinnzdxz 一 去 | ersinnz 一 | erncosnzdz | 

TT ) x pi _x 一 天 

7 (1)(e"—e™") 

(n° + 4)7 


2f ,2x 一 一 - 
故 fx) -一 | -十 - 2 一 (2CcOSnx 一 msinnz) |， 


其 中 T7217n, 7 一 0 十 1, 十 2 
(3) j(7) 为 偶 函 数 , 故 6b, 二 0. 


dn 二 | ~ 一 Tdz ==— Sn, 


a, 一 二 | (FT 一 x)cosnzrdr 


Es 7) | 十 4 | . 
一 | 一 一 | Tslnzzdz 
n n 0 nNJo 
一 - 瑟 _ ?十 ] 
一 直 .Zz( sn 十 -- -| zsinnzdz 441 LD ， 
0 nn 


n 十 1 
故 下 cosnz, — nr 


n= 二 1 


若 令 x 二 7, 则 由 
0 一 导 + 47 Coosnr = Lr + 45) 一， 


力 一 1 


] ) 姑 +1 


加 二 


(4) an = 工 | pzrdxz 十 | azdz 一 一 (da 一 bb), 
TT jo 2 


一 下 


0 TR 
| brcosnzdzxz 十 i| axrsinnzdxz 


? aTrzr. 1 ™ 
十 一 | 一 sinnz 十 一 COSMX 工 
x nn Hn 0 


nt 


1 
T 

一 | Esinnz 十 l el 
Tn 


一 4 (6 一 4)( 一 cos7zT) 一 
nn 
b, = 11 _ bxsinnzdz 十 | axsinnrxdz 
Tn NJo 
一 ?| 一 六 一 COsnw 十 sinnz 
于 n 0 
= 了 2| 一 Cosnn 十 和 | 一 二 cosnr| 一 4 十 2 1)” 
x n n nn 


nn 


让 f(z) =7 (a 一 上 5) 十 > ( 汪 一 地 -人 一 cosnz 


好 一 ] 


nn 十 1 
+ 1) in |, 


其 中 z 关 (22 十 1)r， 2 一 0, 士 1, 士 2,… 
例 10 Az) 是 以 2r 为 周期 的 连续 函数 ,其 傅 里 叶 系 数 为 ao， 


a sb,. 
(1) 求 函 数 GCz) 一 去 | /C1)f(x + 9d 的 傅 里 时 系数 4， 


A,,B,; 
(2) 利用 题 (1) 的 结果 证 明 巴 塞 瓦 (Parseval) 等 式 


™ 2 °° 
二 | ff’*(x)dr = 十 > Ca 十 05). 
n= 1 
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解 因为 Gl(z 十 27) = 二 | ff x+ r+ idt 


一 二 | ff rtdt = Gr), 
所 以 (xz) 是 以 27 为 周期 的 连续 国 数 ,符合 收 伍 定 理 条 件 . 
A,= 二 | | 二 | frr 十 tdt jdz 


一 点 | [| forez 十 9dz |d ( 令 工 十 1 二) 

= 去 | Al fendu ldt = 志 | /ON | feau jd 
一 | fd 二 qs. 

4 一 二 | | 7 大 Cz 十 dt |cosmzdz 


一 去 | | f(z 十 Deosnzdz |/ (2)dt ( 令 工 十 上 一 2) 


| 
二 | | 了 (ucosnlu 一 Ddu |f (dt 
| 


一 二 | | COsnt] (u)cosnudu 


十 


| sinnt /Cu)sinnudu |f (1)dt 


十 :1 


一 | a,cosntf (t)dt 十 | b,sinntf (t)dt 
= Qn 十 b;. 
同样 可 得 ”B, 一 二- Gr)sinnrdzr = a,b, 2a.0 = 0. 
(2) 由 题 (1) 得 G(x) = 学 十 S51 Acosnz, 在 G(x) 中 令 工 一 
n= 二 1] 
0, 得 
G(0) = 二 | Pd 一色 十 y 4 一 至 十 Sa: 十 6) 
Tx 2 一 2 一 
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妈 i| FO)dzr= + (Co 十 的 ) 
例 11 将 下 列 函 数 展开 为 傅 里 叶 级 数 : 


-2 一 KTR0,， 
(1) f(x)= |sinz|; (2) f(x)= 
， 0 之 XT 世 TT 
解 (1》|sinz| 是 偶 聘 数 , 故 5b 二 0. 
a, 二 | sinzdz 一 三 一 cosz | 一 4 
To 区 0 nT 


不 
2 ,一 二 | sinnzcosnzxdz 
0 


一 二 | [sinG 十 1) 关 一 Sm 一 1)zjdz (1) 


x 


= 二 | 
x 7 十] nl 0 
~ lil— cs Dx ,cos(n— Dx—l 
= 云 | 思 十 ]] 十 1 一 】] | 


0， nn 一 BD,", 
质 ”了 Kt 
1 = | SInzcosZzdxz = | Sm 二 0， 
T Jo Tn 2 0 
-| 工 工 了 工 1 _ 
所 以 f(x) = 元 | 了 3 COS2T 15cos47 35COS6Z |， 
一 CO 之 工 之 十 00,， 
(2) f(z) 是 奇 限 数 , 故 do 二 0,a, 二 0. 
b, = 二 | ”一 sinnzxdz 
No 2 
一 | 一 -一 Cosnz 志 | cosnzdz |= 2 一 二 
i 2n 0 2nJo xn 2n n 


所 以 ,在 [一 rr,0jU(0o,r) 上 ,有 


f(x) = >», sinnz. 


要 二 1 


f(x) 在 x 二 0 间断 ,其 健 里 叶 级 数 收敛 于 
J0 十 0) 十 80 一 0) 1 
2 


2 

下 面 我 们 讨论 不 是 定义 在 [一 r,rj 上 的 函数 展开 为 傅 里 叶 级 
数 的 例子 . 

当 jz) 是 1L0,r] 上 分 段 光滑 的 奇 函 数 (或 偶 函 数 ) 时 , 它 的 傅 
里 叶 级 数 是 正弦 级 数 ( 或 余弦 级 数 ), 但 在 展开 前 要 先 对 函数 作 奇 
延 拓 (或 偶 延 拓 ). 所 得 级 数 在 全 数 轴 上 收敛 ,在 (0,7) 内 也 数 的 连 
续 点 上 收 义 于 函数 本 身 . 

例 12 展开 下 列 函 数 为 指定 的 傅 里 叶 级 数 : 

(1) f(z) 二 (x 一 7)/2, 7zEL0,r, 正弦 级 数 ; 

(2) f(z) 一 7 ，XE (0,7) ,正弦 级 数 ; 


0 ， ZE|0,Tr/2)， 

G) AD 一 | fn] 余天 级 数 
3z/2， ZEL0,r/3]， 

(4) re XE (Nn/3,27/3) ,正弦 级 数 . 
3(r 一 ZI)/2， XE (27/3,7], 


解 (1) 作 河 延 拓 , 再 作 周 期 延 拓 9, 故 


to — 0， ,二 0. 


b, = z| 1 — XTX)sinnzrdz, 


TJo 2 


下 


ITI 1 . 
一 一 COSNnT 一 一 SInHMZ 
nn 2 


2 


0 n 
故 (rx) = > 一 sinnz, 0< rn 
级 数 在 x 二 0 收敛 于 


二 /2 十 Y/2 _。 
5 


(2) 必 奇 延 拓 ,再 作 周 期 延 拓 ，, 即 考虑 FGz) 一 zz (一 x 过 x 
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dado 二 0， 2， 一 0， 


2 | ，， 
一 一 | zx’sinnxdz 
TJo 


| 


2 和 
一 cosnr 
nn 


4 4 大 
十 | Tcosnzrdz 
nNnjo 


总 
区 豆 
一 | sinnzdz | 
0 0 


一 《一 1 六 一 和 十 -5-[( 一 1)"—1]. 


《一 1)” 一 十 十 -| rsinmz 


(一 1 | 8 sin(2n — 1)z 
故 2n >) sinnxz >》 Con — 1 


n== 1 nn 二 1 


-人 0 委 过 < 


0， 人 一 1， 


(3) 作 偶 延 拓 ,再 作 周 期 延 拓 , 故 久 =0. 


和 “二 二 | (fr rz)dr= < rz 一 -二 ， 
NM nx/ 所 2 n/2 4 
_21f 
Wt, 一 | (A 本 TX)cosnzrdr 
nn ni 
一 * - 2 ™ 2 , Ei 
SINnnx 一 一 一 。 一 SIn7j 
K/2 nt n/n x/2 
2 . NX 2 2 nn 1 7 
SU 7 十 一 一 (一 1)" 十 一 -cos D3 十 Sin 
1 2 /jy nn 
一 sn 7 十 | ] ) cos —» | 
所 以 
nt ~ 1] . nn 
f(z) 一 一 2 sn 字 十 息 | (一 1)” 一 cos 2 |cosnz， 


ZE[Lo,r/2)UI(r/2,r]. 
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(4) 作 奇 延 拓 ,再 作 周 期 延 拓 , 故 a 二 0,a, 二 0. 
» n/3 3 2x/3 
bo = || TTSinnradr + 了 sinmzdz 


并 0 


十 | 3 (x 一 zr)sinnzdz | 


2T73 2 
x/3 
十 | 一 二 cosnr | 


2n/3 


3F51. ya 
一 一 | 二 sinNnz 一 —coOsnzx 
TIin 1 


0 2 mn/3 
十 | — 二 cosz | 一 文 | 二 sinmz 一 Tcosnz | | 
7 2n/3 TLN nn 2x/3 
3 on 6 es aa 
x 3 潜 3 nn 2 6 
6 Los (2k 一 1)x 
nk 一 1): 6 | 
改 
1] ] (2n 一 1)”. 加 
f(x) = Ep Do is sin(2n 一 1)z， 
0 达 工 玉 . 


例 13 证 明 ; 在 [0,xj 上 ,有 
> 一 一 37 一 6rxz 十 27). 


n” 


nn 二 1] 


让 将 曲 数 f(z)=37r—6nxr 作 偶 延 折 ,展开 为 余弦 级 数 , 故 


do 一 | (3 一 6rzr)dz 一 一 47 ， 
不 J0 
a, = | (37X° 一 6xx)coszrdz 
Jp 


2 起 所 
一 元 3|1 zcoszZdz 一 6 zcoszdz | 
0 


心 一 
一 ek 一 2cosnr 一 6 访 coszm 一 二 | = le 
7 7 7 1 
故 3X 一 6rzr 一 一 2 十 5 34cosnz, 


n 二 1 


* 1 198 。 


即 sos 一 (37 一 6rz + 2r9)， 


11 


n= 二 1 


例 14 证 明 ; 在 L0,xj 上 ,有 
2 一 2 
(1) zf 一 Z) 一 二 一 Dt 
8 — sin(2n — 1)x 
(2) x(x 一 7) 二 二 2 ys 
证 考虑 其 正弦 级 数 与 余弦 级 数 . 
(1) 对 Fz) 王 Zr 一 Z) ，0 委 雪人 作 偶 延 拓 , 故 0 一 0. 


于 3 
ao 一 | XX 一 过 )dz 一 EE — 
0 


Tt 37T 


区 
一 
0 3 


2 [" " | 
一 元 Z(T Xx)cosnrdzr = 2| xcosnzdz 一 元 Z COS7Xd 
0 0 0 


和 
| 


所 


?| 3cosnz 十 王 sinnz | 
nn n 


0 


一 所 | 洁 (nzsinnz 十 2cosnxX) 一 sinnz | 
TLn nn 0 
1 , ] 4 
= 2| 去 (一 1) 一 训 | 一 移 ( 1) 
_ _ 刀 十 1 __ 4 一 一 一 生 
7 1) n?: (2n)? 


所 以 ,f(x) 二 x《x 一 +) 在 L0,xj] 上 的 余弦 级 数 为 


_T wo—4 开工 
TX XT) 二 6 十 2 CoOn)icosenr 一 怀 > DZ2COSZ1T， 


n= 1 
(2) 对 jz 一 zZCr 一 Z) ，0 委 zz 魏 T, 作 奇 延 拓 . 故 
ao 二 0， a, = 0. 
2 不 


| TAX— Tsinnrdr 
0 


| 


b, 


2 ™ 2 {" 
一 。T| rsinnr 一 二 | rx’sin:nzxdz 
n 0 No 


下 


1 ， ya 
人 一 Sin7Z 一 —COsnzx 
nn nn 0 


。 199。 


元 


2 二 (2sinz 一 NXCOSNX) 十 和 cosnz | | 
= 一 至 (一 1 十 红 ( 一 1 十 - 志 [( 一 1 一 3 
nn n nn 
8 
r(27 一 ])” 
所 以 ,jz) 一 zx 一 Z) 在 10,xj 上 的 正弦 级 数 为 
8 ~ ] 
XA ~ 一 Tx) -一 元 之 ， Con 1573s C2n -一 1 ) x. 


例 15 利用 上 例 结果 证 明 . 


S (1 工 的 
(1) 2 庆 pt (2) > 司 2 二 二 2 = 了 
证 令 z 二 x/2, 分 别 代 入 z(r 一 z) 的 正弦 级 数 与 余弦 级 数 ， 
可 得 
TR Scos2n(x/2) 
(1) | 7 广 | 一 下 2 3 , 
Tt cosnn "(CO ]) 
Eh 4 6 2 ns 2 7 
(一 1)” x 
纺 2 n° 12 
TI 工 | 8 sin(2n—1)。 (x/2) 
‘2) 2 | a 2 (2n— 11) 
_8 S sin(nnx— nx/2) 
人 (2n—1)” 
因为 sin nr | =sinnncos cosnnsin 本 一 (一 本 
nl1 3 
所 以 <” 工 
之， (2 一 1)” 32 
2 sin5X siIn(C27 — 1) 
stnZ 十 一 一 一 十 十 一 和 本 二 
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] 


i 


1 i111) 
一 ] 3 十 5 十 十 (一 1) 
并 求 等 式 右边 级 数 之 和 ， 
证 将 f(z) 二 x/4 展开 为 正弦 级 数 . 故 
do 二 0， a, 三 0, 


2 x . 1 COSNT 
b, = 2| 1 sinnzxdz = 7 | Se 


天 


摧 


0 
] OU ， n 一 2AR， 
= [1 (1)"]= 
2n 元 二 n= 2k—1. 


SINn3X siNn5x sin(2n 一 lx 


f(T) =sinrt Te to +t 
在 上 式 中 令 z+ 二 x/2, 即 得 
1 一 二 一 下 十 (一 Dm 二 守 7 十 … 

利用 傅 里 时 级 数 还 可 以 求 数 项 级 数 的 和 ,就 是 把 所 求 数 项 级 
数 的 和 化 为 人 博 里 时 级 数 在 某 一 点 的 值 . 解 题 的 关键 在 于 能 适当 地 
选择 一 点 (有 了 时 还 要 选择 一 个 适当 的 函数 ), 使 得 健 里 叶 级 数 的 和 
陋 数 在 该 点 的 值 恰好 等 于 所 求 数 项 级 数 之 和 . 

例 17 在 (一 rr) 内 将 f(z) = |z| 展开 为 傅 里 时 级 数 ,并 求 


< | oo 1 
级 数 2 (27 和 之 (一 ]) -7 的 和 . 
解 f(z) 二 |z| 是 偶 函 数 , 故 5b,==0. 

au 一 二 | zdz 一 XK， 


所 


2 2 (一 1 一 1 
< 


Qn 一 TCOsnzdz 一 7 
因为 在 (一 x,7) 内 f(z) 分 段 光 滑 且 连续 , 故 


T Lis 
f(r) FF 


Nn 


COS 基 十- iCOs37 二 ，*。 


十 cos(2n 十 1) 过 十 …|. 


(27 — 1): 
. 201 . 


今 S 一 1 十 广 十 训 > 十 。 十 二 > 十， 
sll 十 万- 一- 十: 
1! 32 52 (2n 二 1) ， 
1 1 111 
3 一列 在 一 全 十 TT any 
(— 1)”-! 1 1 _， 1 
$= 2 7 一 T2237 二 (一 1) 证 十 
在 f(x) 中 今 工 0, 有 
1 ,1 ,. ] .一 开 
5 二 1 十 划 十 京 十 下 十 十 8 
人 
302 一 31 二 0( 由 5S; 一 83/ 一 (9S 十 ,5S,)/4)， 
lS 
得 2 Co 一 一 3 24’ 
~ J 2 
>) (~ 1) 将 


例 18 将 /(z) 一 二 :所 二 :在 [一 xz] 上 展开 为 全 里 叶 


e 


级 数 ， 并 求 级 数 > 一 二 的 和 
解 7(z) 是 偶 函 数 , 故 避 二 0 
2fx ee 
0 | 2 1 


e ”一 e 


ex 十 e 一 


2 : 
| cosnrdx 
2 ce e 


= ! :| | ercosnzdz 十 ecosnzdz | 
0 0 


e 一 上 
] | os 加 ] 下 e 《一 COS7T) 《一 | 
e 一 el] 十 7 ] 十 天 nn lin’ 
(一 1)* 
(1 十 7) 


而 本 一 f(x) = f(— 7). 


故 f(z) 一 广 十 + 2 cosnzy， — CIN 
当 取 x 二 x/2 时 ,有 
Tl 1 了 
A 
ce (一 ] )” bb er/2 十 e 一 zi 1 
所 旺 和 本 


例 19 将 50,2r]j 上 周期 为 2x 的 图 数 /zz) 一 于 (2x x) 展 


开 为 伟 里 叶 级 数 ,并 求 出 3) 点 和 二 


一 一 一 


加 ] 2 T 四 x 
解 “一 寺 | (27 一 ZJdz 一 了， 
] | 乞 人 净 
a, 一 二 | -一 (27 一 Tcosnzrdr 
njo 4 
一 二 | zcosnzdz -一 去 | zicoszdz 一 一 工 
2 Jo 4 下) 0 n” 1 
Wo 
b, = 二 | (2x 一 rx)sinnrdz 
TJo 4 


] rs" . ] (和 . 
一 半 | Tsinnrxdx 一 一 二 | ZSInMZd 妆 一 0， 
必 


2 Jo 
因为 /(0 十 0)= 二 了 (2x 一 0), 所 以 


2 co 
于 (2x 一 工 ) 一 于 一 > Tcosnz, 0 委 工 过 2r. 


必 一 】 n 
co ] A? 
人 一 和 一 一 :一 
~ 0, 得 2 n? 6 
2 OO 
因为 地 (2 一 Z) 一 站 一 >》 3 cosnx, 逐 项 积分 ,有 


"Tt Ns 四 1 
| Gr — 1)C— |dt 一 > 了 ;| cosntdt, 


“203.* 


3 Do 
解 得 一 :十 五 一 2 sinnz, 0 式 工 芯 27 
再 逐 项 积分 两 次 ,得 在 [0,2x] 上 有 
11, 让 "一 曾 = 马 去 | 守 竺 / 
36" 7 1 48 ~ 240 之 ni\ 
令 二 27, 即 得 


第 二 万 以 2 为 周期 的 函数 的 展开 式 


主要 内 容 


1. 设 是 以 2/ 为 周期 的 函数 ,在 [一 /,Lj 上 可 积 , 则 


wo 一 天 所 .大 . NT 
fx) 2 十 >) [arcos + bsin 一 ， 


4， 一 于 | 三 (zycos dz， n 二 0,1,2,*"， 
一 ! 


b, = 于 | fonsin dz, n= 0,1,2,, 
2. 在 /是 以 27 为 周期 的 偶 函 数 ( 或 定义 在 [一 上 ,站 上 的 偶 函 
数 ), 则 地 的 健 里 时 级 数 是 余弦 级 数 
f(x) ~ 十 Sarcos 
3. 者 /是 以 27 为 周期 的 奇 函 数 ( 或 定义 在 [一 :, 门 上 的 奇 卫 
数 ), 则 了 了 的 傅 里 时 级 数 是 正弦 级 数 


一 .NAT 
f(x) Dbnsin nk 


.204 ， 


疑难 解析 


1. 讨论 以 2/ 为 周期 的 函数 的 傅 里 时 级 数 展开 式 的 意义 . 

答 在 上 节 中 ,我 们 讨论 的 函数 了 上 是 以 2x 为 周期 的 周期 函 
数 . 但 实际 上 更 多 的 周期 函数 是 以 2/ 为 周期 的 ,因此 需要 讨论 以 
2/ 为 周期 的 函数 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 . 

一 般 地 , 当 /是 以 2/ 为 周期 的 函数 时 ,通过 变量 代 换 :rz 一 
1 或 了 一 上 /rr 可 以 把 了 变换 成 以 2x 为 周期 的 消 数 ,再 依 上 节 的 公 
式 展 开 . 

当 / 了 不 是 周 期 函数 时 . 如 果 函 数 了 定义 在 (一 ceo, 十 cc) 内 (或 
[一 1,Lj 上 ,或 长 度 为 2 的 区 间 上 ) , 则 可 以 引 和 一 个 辅助 函数 三， 
令 广 与 了 在 [一 ,0 内 相同 .然后 ,将 f* 按 周期 延 拓 到 整个 数 轴 ， 
成 为 以 2/ 为 周期 的 周期 函数 ,此 时 ,可 以 在 区 间 [ 一 /,1] 上 将 fF" 展 
开 为 傅 里 叶 级 数 ,以 满足 研究 函数 f 的 需要 . 

因而 ,以 2/ 为 周期 的 函数 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 的 讨论 对 我 们 
研究 一 般 的 周期 函数 与 非 周期 函数 是 十 分 有 用 且 至 关 重 要 的 ， 


方法 \ 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 解 题 方法 与 技巧 与 上 节 基 本 相同 ,所 要 注意 的 是 / 的 确 
定 与 傅 里 叶 级 数 收敛 的 区 间 的 确定 ,一 定 要 认真 思考 . 
例 1 设 f(r) 是 以 2 的 周期 的 孙 数 ,在 区 间 ( 一 1,7] 上 ,f(x) 
二 x 十 |zx|, 求 f(x) 的 健 里 叶 级 数 ， 
解 f(z) 在 (一 /,/] 上 表示 为 
0， 一 < 过 <0， 
1 = | ore 


也 数 f(x) 满足 收敛 定理 条 件 , 可 以 展开 为 侍 里 叶 级 数 . 


= 1|2xdr=1 
Qo 二] OT 


= 了 二 | MXZ ] = 之 | sin <|| 一 
Zn 一 了 ,LZCOS 二 7 i 7 


1j， 


b, = 于 | 2zsin ”dz 一 (一 1) 2 


/ nm. 


故 fz) 在 (一 00, 十 co) 内 , 除 工 二 (2k 十 1)L 外 , 健 里 叶 级 数 为 
7 "fT 27 ， 
(zz) 一 六 十 2 wa 1)” — 1 jcos 和 


n+ NT 
十 (一 1)"™! Ssin 7 | 


在 x 二 (2k 十 1)1 久 4 二 0, 计 1,...) ,级 数 履 化 于 


人 一 (十 0 十 JU 一 0) / 
2 


例 2 求 下 列 函 数 的 傅 里 叶 级 数 : 


| 


0， 一 2 夺 工 之 0， 
(1) /C7)= | 和 
XT， 0 过 过 二 72; 
2 一 -一 ,9 0<7Z<4， 
(2) /coD=| 
一 0， 4< 工 二 8; 
] 十 cosTTZT， 一 1] 过 ZX 之 1]， 
(3) f(x) = , 
一 2 忒 ZX 一 1] 和 1 志 X 志 2， 
一 ] 世 区 过 0， 
(4) f(z)=*1 0 妇 雪 1/2， 


一 上]， 17/2 妇 zz<<1. 
2 
解 (1) qo 二 六 | zdz =1， 


a, 二 六 | zcos dr 一 A ;[(— 1)”— 1 


工作 TXT 2， ，， 
bp 一 上 | zsin dz = (1)" 
* 00 。 


所 以 ,在 (一 2,2) 内 ,有 
ni 2(— 1)" = 邢 
f (zx) 一 广 十 > [元 za (— 1) 一 1Jc os Ta — sin De | 


在 点 xz 一 土 2, 健 里 叶 级 数 收 伍 于 2 一 1 
(2) ao 一 于 | | 2 一 过 )dz 十 Fe 一 6)dz | 
-ie ]-。 


| (2 一 工 )COS dx -十 | (并 一 6)cos dr 


2 
及 


2 


0 


让 . NNAx A nnz 16 az | 
-一 Si COS 一 -一 


1 | 一 16 | 
一 1 — 1)| — 1) ] | 
| n 为 偶数 ， 


29 n 为 奇数 . 


| 一 7ysin 一 一 dx 十 (XC— 6)sin dz 


cos s AT ~ ANT 16 . | 
一 -一 一 一 SI 一 一 


1 | 一 4Z Ss AAT nnz 
| nn i sn Tx 4 
所 以 ,在 (0,8) 内 ， 有 
_ 16~ ] (2n 一 上)T 
jzr) 一 下 2 Cas 


1 . 
(3) ao 一 去 | a 十 cosrz)dxz 一 lk 十 去 sinxz | | = 


* 207 ， 


1 
4 一 二 | (1 十 COSTZ )coOSs Lh 
| 2 


一 in 十 二 | [eos 7 十 > jz 十 cos| rr 一 各 | zjdz 

一 .sin z 十 二 in x 十 人 | 十 757 一 Asin| T 一 
kerr 2n — 到 -了 下 了] 一 1 
DT 


b, = 3|_a 十 COSTX)SIN dx 一 0. 


ll.80_ (CD (2 一 1)rz 
/zx 一 人 十 元 之， (22 一 1)[4 一 (2 二 1 了 2 


0 1/2 1 1 
(a =| zdzr + | dz 十 | 一 dz 一 一 一 ， 
-1 0 172 2 


1 


0 1/2 
Qa, = | ZXcoOsSnnxzdx 十 | cosnnzxdz 一 | cosnnzrdz 
—1 0 1/2 


172 


Xsinnnri° 1 ， SINNnNAx sinnnx |! 
一 一 一 一 一 一 一 一 sinnnxrdz 十 一 -一 一 一 一 一 一 
nm _] NA-] nd 0 nN 1/2 
1 ? 2 nn (C1)” 2 . nx 
一 ssCOSNnNAz 十 -Sin 人 广 一 一 一 一 一 一 十 一 Sin 一 
nn 1 nn 2 nn nn 2 
2 2(— 1)"™! 


CR ni CR 1 


0 1/2 1 
b, = | Tsinnnzrdz +| sinnnzdz -| sinnnxdx 


1/2 


ZXcosnnz + ose 
nn 
zcosnnzr | 1 | COSnnz 


~! sinnxrzl|? 
nn n* 7 


* I08 。 


1 一 costnx/2) ,| (— 1)” — cos (nn/2) 


+ nn + nn 
一 一 ] 一 2cos | . 
故 , 在 (一 1,0)U(0,1/2)U (1/2,1) 上 ,有 
f(r) 一 一 亏 十 2 > [tis 十 Ss |eos 27 — 1)nzx 
十 > 1 一 2cos 人 SiNnNnrz. 


例 3 将 下 列 熙 数 展开 成 傅 里 叶 级 数 : 


G) f(z) =2 十 |z|, 一 1 之 z 志 1, 并 求证 之 和 ， 
n= 1 


cos (nnxz/l), 0 所 Z 委 7 /2， 


0 ， /2<<z< 雪 /， 
解 (1) /z) 为 偶 函 数 , 故 饭 一 0. 


1 
Uo 一 2| (2 二 ZX)dzx 二 5， 
0 


(2) f(z) = 


展开 为 余弦 级 数 . 


,二 2| (2 十 xX)cosnnrdz 


1 1 
一 4| cosnnxxzdxz 十 2| TCOosSnnrdz 
0 如 


1] . 1 ! 
一 ?| :sinnrz 十 一 一 COS7TX 
nx nn 


V 


4 
2 ; ’ n 为 奇数 ， 


nn 
0， n 为 偶数 . 

放 f(z)=5_ 和 Vl 

z) 一 祁 一 二 之 / [到 二 scos(22 一 1)xZ， 一 1] 委 z 委 1. 

下 一 全 

, 二 1 A 
全 一 口 ， 一 一 一 一 一 一 一 -一 -一 一 - 
人 0, 得 > 2 Cy 8 


、 一 1 > 
设 S = > 六 ,3 一 >) wi) 则 S51 十 Ss 二 5,5 一 外 = 


n= 二 1} An 三 1 


人 209 中 


SS, 十 由， 1 ne 
9 ,于 是 5, = 二 301 34 
ll _T 
(2) 进行 侦 延 拓 , 故 刀 二 0. 
a。 二 7| eos Xdr = 人 
0 { 0 { x 
.210s Zoos dz = Lf 277 
“= 了 | cos COs dx = | 1 + cos 7 jd 
工人 os2rzd 工 一 土 
一 二 十 | cos 人 2d 了 一 可 ， 
= 了 | * Tx gs ?2XZd 
an, 一 了 | cos 了 co 7 dz 
172 _ 
= 了 | eos (1 PE 十 cos dx 
一 去 | 1 rr 1 sin 二 
TnL]l—n / 1 二 nn l io 
| n 为 可 数 ， 
-一 《 一 ] )**! 加 
x 一 1)” ”天 为 偶数 . 
nr 21) nx 


— 1， i 4 2 
f(x) = 二 十 2 OS 7 元 之。 0S TX 


例 4 设 z)= 王 10 一 rz,5<<z<15,， Cr 十 10) 一 zz)， 求 矿 站 
的 傅 里 叶 级 数 . 
f(z) 是 奇 涌 数 , 改 ao =0,a,=0. 
b, = z| (一 XxX)sin dx 二 (一 1) — 
故 f(z) 一 > (一 1 —sin eT. 
例 S 如 图 9.1 所 示 图 数 的 解析 式 为 
* 210。 


2E,， 0 委 工 过 T， 
f(z) 一 | 
E， rz 上 < Z 工 所 27， 
试 展 开 为 余弦 级 数 ( 取 前 四 项 ). 
解 ”进行 偶 延 拓 ,放心 一 0. 


a, 一 之 | | 2Edz 十 | Edz| 一 3E, 


r 2T 
a, 一 1 | 2FEcos A 十 | Ecos dz 
rt Lj, 2T r 2T 


liop Zoin IT) E20in2 | 
zc 2 nn or 下 bx 2 。 
0， ， 
一 2 nT | ,p n 为 偶数 
7 2 _ kl 
于 ( 1) (2k _ 了 7 区” 并 为 奇数 . 


所 以 ,在 (0,zr)UCry,2r) 上 上 ,有 
f(z) 一 于 十 > (一 1)"! 2 COS 从 一 1 
一- (2 


R 一 1)x 27 “. 
在 x 二 rt, 健 里 时 级 数 收 伍 于 3E/2. 
例 6 将 f(x) 二 x 《0 二 + 二 站) 展开 为 周期 为 2 的 傅 里 叶 级 数 . 
(1) 用 函数 F(zx)==x (0 二 z 志 21)， 
(2) 展开 为 余弦 级 数 ; 
(3) 展开 为 正弦 级 数 . 
解 (1) ao 一 了 | zdz 一 2/， a, 一 村 | zees 一 dz 一 0， 


1 nn 
六 = } | zsin dz 


1 | ps Ds nnx fl . nnx 
”~ | 一 一 一 避 ] 了 一 一 一 
nn { nn’ 


在 L0,!1 上 ,有 f(z) 二 F(z), 所 以 ,在 (0,L| 上 ,有 
f(r)=1— 3 一 sin 2 

在 z 一 0, 傅 里 时 级 数 收 伍 于 /. 
.211 。 


(2) 进行 偶 延 拓 , 故 bo = 0,a0 一 全 | zdr — 1/, 


nar), 210z nnx [* nnx 
4 二 -7 ?| ZCOS dz 一 本 | 去 sin 一 十 OS 一 六 | 
» 0 ， n 为 偶数 ， 
一 L( 一 1] 六 一 二 = 一 4/ 
MT a n 为 奇数 . 
0 
一 将 》 ] (27 一 1)nx 
f (Xx) rr DE 
(3) 人 
2f nrrzrli 2( lx nrz .nnr} | 
b, = / | zsin 7 dz 一 7 | nn 7 十 TS wn | 
一 (一 1)"+! 纪 


nm 


所 以 ,在 L0,l) 上 ,有 
f(x) = > 1)"+! 人 sin 2 


在 并 一 !/ 处 , 伟 里 叶 级 数 收敛 于 零 
注意 三 种 情形 下 傅 里 叶 级 数 收敛 于 f(x) 的 区 间 是 不 同 的 . 


第 三 节 收敛 定理 


主要 内 容 


1. 贝 塞 尔 不 等 式 ” 若 函数 f(z) 在 [一 x,x] 上 可 积 , 则 
十 2 (ai + 的) < 过 | fr)dz, 


其 中 ap 是 函数 jz) 的 傅 里 叶 系数 . 
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2， 黎 曼 - 勤 贝 格 (Riemann-Lebesgue) 和 定理 在 了 上 (z) 是 
[一 x,x] 上 的 可 积 水 数 , 则 


lim | f(r)cosnrdr = 0， lim| f(r)sinnrdzr = 0. 
3. 车 f(x) 是 [一 x,x] 上 的 可 积 消 数 , 则 
lim | fCz)sin( 十 1/2}) xdr 一 0， 


lim| fx)sin(n + 1/2) zxdzx = 0, 


4. 在 f(x) 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 , 且 在 [一 rrxJj 上 可 积 ， 
则 其 傅 里 叶 级 数 部 分 和 9,(z) 可 表示 为 ( 狄 利 克 雷 积分 ) 


lf sin(n + 1/2)t 
S,(T) = 1| fcr 十 2) en) dz. 


当 上 一 0 时 ,被 积 函 数 中 的 不 定式 由 极限 


. SIn(z 十 1/2)L 1 
im sa) ?+ 


确定 . 
5. 收敛 定理 ( 狄 利克 雷 - 约 当 定 理 ) ”车 以 27 为 周期 的 薄 数 了 
在 [一 XT] 上 分 段 光 滑 , 则 在 每 一 点 之 和 | 一 nn],f 的 傅 里 叶 级 
数字 十 2 (acoszazr 十 sinaz) 收敛 于 在 点 z 的 左右 极限 的 算 
术 平 均值 , 即 
M+) 一 2 十 之， (a,.cosnz 十 b,sinnz), 


其 中 a,,b, 是 了 了 的 傅 里 时 系数 . 
疑难 解析 


1. 收敛 定理 有 哪些 不 同 的 表述 方式 ? 
答 ” 关 于 和 健 里 叶 级 数 的 敛 散 性 有 许多 不 同 的 判别 法 .有些 判 
别 法 ,如 狄 尼 条 件 与 李 普 希 兹 条 件 判 别 法 只 能 保证 函数 在 一 点 展 
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开 为 铺 里 叶 级 数 , 而 狄 利克 雷 - 约 当 羯 唱法 可 以 保证 晒 数 在 整个 区 
加 上 展开 为 傅 里 叶 级 数 . 
在 保留 函数 f(z) 的 周期 性 的 情况 下 ,收敛 定理 可 以 表述 为 
(1) f(z) 图 变 ， 
(2) f(x) 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 和 和 有限 个 极 值 点 ; 
(3) f(r) 可 以 表示 为 两 个 非 负 递增 了 消 数 之 差 ; 
(4) jz) 可 以 表示 为 两 个 递增 图 数 之 差 . 
只 要 满足 这 四 条 中 的 一 条 ,就 有 


Sn(T) 一 了 十 2 (a,COsnz 十 bsinncz), 


> f°(r) = 5/ + 0 — /ro— 0)]. 


因为 后 三 条 中 的 每 一 条 都 是 函数 辕 变 的 充 要 条 件 . 
因为 当 f(z) 在 [a,61] 上 有 连续 导数 让 (z) 时 , 广 (z) 有 界 , 即 
广 Cz)| 委 AM, 于 是 
sup > ,| xz) — f(x, | 
= sup of Nz zl < MG — a), 
所 以 f(z) 在 La,b] 上 轿 变 ;车 Fz) 分 段 光滑 , 则 [ea, 扫 可 分 成 有 限 
多 个 子 区 间 ,在 每 个 小 区 间 上 f(x) 有 连续 导数 f(x), 故 在 每 个 
于 区 间 上 图 变 , 即 f(x) 在 [a,6j 上 图 变 . 从 而 有 
(1) 如 果 f(x) 分 段 光滑 , 则 S。 (zx) 一 f(z); 
(2) 者 f(z) 是 以 27 为 周期 的 圈 变 连续 函数 (或 分 段 光 滑 的 
连续 隔 数 ), 则 /z) 的 傅 里 叶 级 数 在 全 区 间 上 一 致 收银 于 f(x). 


万 法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


水 及 傅 里 叶 级 数 伍 散 性 的 问题 大 多 是 证 明 题 ,除了 运用 函数 
项 级 数 的 有 关 命 题 外 ,大 多 数 命题 需要 利用 积分 的 技巧 来 完成 
例 1 设 f 是 周期 为 2 的 可 积 函 数 , 记 
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SCz) = 可 十 > (aucosnz 十 bsinnz)， 


nn 二] 


Sn) 一 二 [SoCz) 二 SiCz) 十 十 SC] 
、 1f sinCm 十 172)z 
证 明 :(1)S,(z) 一 去 | Fez + dt; OD 


1 fF sin(mt/2) 
(2)0% (x) = zi) fz 十 站 | ems? ] dt. ® 


其 中 Do (XI) ~ a0/2., 
证 (1) 利用 被 积 函 数 的 周期 性 ,有 


Cn -- 
9 (zx) = 方 十 2 (CncOs1 十 bsinnz) 

1 f* 1 off 

一 去 | fd 十 元 2 [ycoeosmra |eosnz 
十 > | fosinnedt |sinnz 

一 二 | ee 到 十 2 (cosntcosnx 十 sinntsinnr) |dz 

一 二 | f(D)| 方 十 Scosnl 一 z) dt 
Tx 2 全 


} 一 ] dd 
— | fz 十 工 ) 十 Dy cosnr |dr 


sin(m 十 1/2)r 


1 下 一 车 , 
= 去 | / (+m dr 
1f sin(m + 1/2)1 
一 去 | TD) me dt, 


取 f(x)==1, 有 So(T) 二 a0/2 二 1, 则 
1{" sinGm + 1/2)t 
27J-* sin(t/2) 

此 式 与 式 中 都 称 为 狄 利克 雷 积 分 . 


又 sin(m 十 1/2)+ sin(m 十 1 /2)isin (zt/2) 
sin (1/2) | sin’* (1/2) 


di 一 1 
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cosmt 一 cos(m 十 1)t 
GOO， 


1} 一 COSE 
=| cosmt 一 cosm + 1)1 
改 DZ 一 去 | f(z 十 ] 一 cost dt. 
(2) 由 题 (1) 的 结果 ,有 


7 下 一】 
II, (TIT) = 二 DRACS 
及 二 0 


| 


1 上 < cosnt — cos(n + 1)t 
zz) fz 十 了) 2 dt 


] 一 COST 


| f(z + 站 | et | dr, 


本 2m™ 
当 f(z) 二 1 时 ,o, (xX) 二 1 ,得 
ga] ,ey | a 
此 式 与 式 均 称 为 费 吉 尔 (Fejer) 积 分 ,om(X) 称 为 积分 和 ， 
例 2 证 明 : 者 f(x) 是 以 27x 为 周期 的 可 积 旺 数 , 则 有 
f (xX) ~ S, (zx) 
“ sin(m 十 1/2) 


2xjo sin(/2) [2f (7) — f(z — f(r ot]d. 


证 由 例 (1) 知 
f(x)= f(z)* 1= f(x) 去 | dt 
-ea 
而 S, (Xz) 一 去 | fz 十 二) dt 
+ | f(r +t dd | 


工人 站 1SnGm 十 1/2) 
站 | [Ce 十 站 十 rr 一 昌 ] 


“2<16。 


两 式 相 减 , 即 得 
f(x) — S,(z) 


1 sin + /Dtr, p07) 
-nd 2 fr DT fr). 


例 3 证 明 : 铬 f(x) 是 以 2 为 周期 的 连续 汝 数 , 则 
lim a, (7) 一 f(x). 


证 ”由 例 1 知 -=| 2 | dt 一 1 , 圾 


27TXJ _xL sin(t/2) 
1 sin Gni/2) 
om (TX) 一 pai] fz 下 | sin (1/2) | a 
1 sin(mt/2) 了: 
f(z) = | | sin(t/2) | di. 


因为 f(x) 在 闭 区 同上 连续 ,所 以 f(x) 一 臻 连续 , 故 Y sg 全 0， 
3 6 汪 0, 使 得 只 要 |t|6, 则 对 一 切 x, 有 |f(zx 二 tt) 一 f(x) | 过 e/2. 
右 记 MM 为 |f(xz)| 在 [一 x,xj] 上 的 最 大 值 , 则 


lo, (XT) — f(z)| 
Ei 1 “ 
Br] zt 0 ] dr 
2M sin (mt/2) € 6 sin (mt /2) ‘ 
~ IPT | sin (1/2) ja t+ | sin(t/2) | ot 
2M fTrsinGnt/2) 
D7 ,| sin (2/2) | dt, 
中 sin (mi/2) 1 ff fsin(mt/2) 1, 
中 二 > || | nS | dt di ~ zx] | sIn (1/2) | dt = 上 


| [0 = | Je 


di 7 
~ | sin* (0/2) ~ sin2 (0/2) 


所 以 on. (XT)— f(r) |==— ty 
on 2Af 
在 2 充分 大 时 , 取 Mm>n ,就 有 mic572) 一 台 一 ,于 是 
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[on(X) — fx)| < e/2 十 6/2 一 6， 
有 lim ao ( 工 ) 一 f(x). 
本 命题 称 为 费 吉 和 尔 定理 ,说 明 收 敛 是 一 致 收敛 的 ,从 而 当 
ow,(X) 一 f(x)| 过 Ye/2r 时 ,有 
| en — fn) dz < eo. 


例 4 设 >.4z) 一 本 十 coskT, So(XT) = | 
Ss. 十 ezD) 
0 不 )】 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
7 十 1 
、 1 sin 十 1)Z7A2 1] 
明 . — SID\7 TITr/e | 
证 明 ;(1) 6,(x) sez | 2 | , 


(2) | gx) dt = 
证 (i) 利用 三 角 公 式 
2sin(X/2)coskr 一 sin( 上 十 17/2) 工 一 Sinf 上 一 17/2)7 
1 SmGCz/2) 
有 DT) = 3 7 gsinCzr/2y 


SCz) 一 1/2 十 Dycoskr 


| 


sin(z/2) 十 > [sin (CA 十 172)z 一 sin(R — 1/2)x| 


一 1 
2sin (XxX/2) 


加 sin(n + 1/2)7x 
2SIinCZA2) ” 


再 由 2sin (zx/2)sin( k++1/2)r=coskr—cos(k+1)zx, 


, COskT — cos(k 十 1T)7 
得 sin(k + 1/2)x ny 


于 1 
2 14 十 冯 jz -让 而 对 [costz — cos(k + 1)2] 


了 工 一 cosk2a 十 1 SID t+ 1)zr/2 


HP 


2sin(X/2) sin (XxX/2) 
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Solz) 二 51CZ) 十 十 9,(Z) 


于 是 c,(Cz) 一 | 
sin(k 十 1/2)x 
nn (7) = 2(n yr sin (zx/2) 
— ios pel 
2(n 二 1) sin (zx/2) L 


(2) 因为 原点 是 oz) 的 可 去 间断 点 ,所 以 om(Cz) 在 [一 rr 上 
可 积 . 又 CCz) 是 个 上 力 数 ， 故 


| o, (TX)dzx 一 ?| < (Xx)dz, 


"sin(n 二 1/2)z, Xx 
| Sn/2) dz 二 了 《网 例 1(1)). 


于 古 


| codzr= ?| (XxX)dx 一 -一 | 


2 | Sin《 皮 十 1/2)7z) 
n 十 10 Jo sin (x/2) * 


[D3 ~ sin(k 二 1/2)x) 
sin (zx/2) 


"这 


< 
2 十 了 
例 $ 设 0 二 a 过 1,f(x) 二 cosaxz 在 (一 x,r) 内 的 傅 里 时 级 数 


“n+]) 克 == 


! 一 工 y， 1 < 
(2) SinX 四 pe 十 之 1) x? n2n? (0 < 本 < NT); 
__ [{* sinx — 2XS1INX 
(r= | dz + De | edz, 


nn 二 1 


(4) | nea 一 区， 
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证 (1) 即 得 


< 一 一 一 二 十 > (— 1)” COSnZ., 
(2) Y XE (0,7), 令 a=zx/7, 则 0 过 a 过 1, 代 人 题 (1) 的 结果 ， 
化 简 得 
Sin 过 Xz + > i 
(3) 几 上面 结 果 政 写 
。 2 
1 = Snz 十 > 1) (0 << 工 女 )， 
人 Cx) 一 sinrx/X, 0 过 rN, 
1， 二 0， 
一 22zsinzAz — TT),， 0 和 过 工 所 工 ， 
Ww 《 工 ) 一 | 
1， 二 区 ， 
wz) 一 (一 1 ME n> 2,0<rSn), 
ak 


则 Y xn 之 0,xCz) 在 10,x] 上 连续 , 且 由 题 (1) 有 
] 一 BAC (0 二 工 芯 7T)， 


当 nn 之 2 时 ,VY ZEL0,xj, 有 
ax 2 1 


2 7 


[un (XT)| SE -~ 


而 2 一 [< 机 (z) 在 [0,xz] 上 收敛 且 一 


致 收敛 , 故 可 在 L0,xj 上 逐 项 积分 ,得 
r 一 > | wu, (x) dx 一 人 snzdz 十 > 一 D)| -dz 
(4) 将 所 给 无 穷 区 间 上 的 积分 转化 为 有 限 区 间 上 的 积分 的 级 
数 ,得 


oo ” 0 = oa 
SIN Slnzi Sinz 
| 一 一 Qz 一 | 一 -一 dz 十 | dx 


一 ooe 四 


*，L220。 


Ca 


tn} — (Hn— lx 1 
Slim 并 SinZ | 名 也 区 
=| 2 dz 十 > z 十 >。 | dz 
一 _nx 并 


全 SlnT sin(t 十 nXx) sin(t 一 nn) 
-下 守 3az + 局 ti nn ta + > i 一 nn dt 


r Sin 人 sint sint 
-saz+ De "| [i 十 nx + rl] 


= | szdz + > 2 dt = (由 题 (3))， 


=] t° 
en 
XT COsSax J， acosnzx 
2 sinar 2a 十 > . 
在 式 中 令 X= 二 x, 再 将 ar 各 ， 可 得 
] 
cotz 一 去 十 > |: 二 + | 


利用 tanx 二 一 cot( X 一 Xx/2), 即 得 


v2 
a0 2 E Cn TIA x+ 72 2z —x 
可 包 , 利 用 傅 里 时 级 数 的 收敛 性 质 ,能 通过 一 个 函数 的 傅 里 叶 
级 数 得 到 许多 有 用 的 公式 . 
例 6 全 7 在 一 xj 上 可 积 且 平 方 可 积 ,证 明 贝 塞 尔 不 等 式 
2 十 3 (as 十 名) 委 二 | 广 (Z)dz 


好 = 了 


成 立 . 其 中 Ho sn a f 在 [一 x,xj 上 的 健 里 叶 系 数 . 
证 讨论 积分 | [f(z) 一 S,Cz)Jdz, 其 中 


SS, (rT) 一 一 十 >) (aCOsSkI 十 bsingr). 
| 


因为 (f(x) — SC(7x)|? 
= (f(x) — $7)) (f(r) 一 SCz)) 
= |f(zx)|:— 2ReS, (zr)f (rz) 十 |S, (Cz) |’, 


而 | 2ReS, (xz)f (xX)dzt= 2Re| SCT)f xr)dr 


一 2x| 名 十 D1 一 | (有 +)] 


k=] 


2 
《az + bi) Nn, 


2 Naz 六 a 
Feeora -可 + 总 0 


k=1 


所 以 | [f(x) 一 CCZz)| dz 


-| fr bdzr 十 2 + D1- 站 (cz 十 Bix 
2 上 
lA (十 的 ) | 
= 上 flr 一 加 一 D+ 


_ If) — S,(zx)|dr 尝 0， 


Nl 2 ， 
Te 十 "Dy ai 十 2 一 Rat 十 04). 
k=1 


一 工 


当 ~co 时 ,有 jlim D3 (qi 十 2 一 0, 故 


| cr)dz > 和 十 >， (a? + 6b2). 
例 7 若 {a,},{6,) 是 正 项 数列 且 单 调 减少 并 趋向 于 零 , 证 明 ， 


V 站 


得 | /Cr) lidz 


级 数字 “十 > 《ascosnz 十 bssinnz) 在 任何 区 间 0 志 6 达 Xx 过 2x 一 6 上 


_ 致 收 全 
证 因为 ,有 
Sy = 一 SI 过 十 sin2x 十 a 十 SINnY 一 一 sinL Gn 十 Dz/2jsinGnz/2) 
' sin(x/2) 
一 了 ... _ sinL(n + 1/2)7) 
C, 5 十 cosZ 十 cos27 十 十 COSNnX 一 Zsin Cz/2) . 


。 224。 


7 


则 1S, | 二 eS 一 了 


一 ?7， |C| < 去 


] 
slIn(O7/2) 

由 于 (ar} ,45;} 单 调 减 少 并 趋向 于 零 , 且 为 正 项 数列 , 故 依 狄 
利克 雷 判 别 法 知 , 所 证 级 数 收敛 . 


由 1S,|<7, |C, [< 六 , 即 有 


Kk, ( 工 ) -一 y (arcoskerx 十 bi,sinkgx) 一 O, 


起 二 十 1 


今 R',(T) 一 人 >， akCOSAZ， KK',.(X) = >» bisinkgz， 


由 二 jn 十 1 二 1m 十 1 


则 民 CCZ) — R',rp (Xx) 
一 Qicos(7 十 过 十 … 十 Qn+sCcOS(n 十 pp)x 
— Gnt1 Cnti C,) 十 “"? 十 dstp Cntp 本 Co 一 1 ) 


n 十 pp 一 


一 -一 -i OA 十 > (ax 一 Gh+1D 人 (CA 十 Ant pntp 
上 二 nn 十 1 
故 |R', C7) — R's, (x) | 


< [La 十 (Qnt1 Qntp) 十 Qntp, 六 = 4n+11 


由 \a) 一 0, 故 当 axw+i<e[1 时 ,YN 及 ppEN, 有 
IR',(X) — R',tp(7x)| < te 

由 于 NN 与 Xx 无关, 所 以 R', (zx) 一 致 收 合 于 零 . 

同样 可 证 R" (Zz) 一 致 收敛 于 零 ,从 而 R(x) 一 致 收 伍 于 零 ， 
即 题 给 级 数 一 致 收敛 . 

例 8 若 /(z) 是 以 2 为 周期 的 连续 函数 , 且 存 在 连续 的 一 
阶 和 二 阶 导 数 . 证 明 :jz) 的 和 傅 里 叶 级 数 - 一 致 收敛 . 

证 因为 f(z) 以 27 为 周期 ,所 以 户 (z), 户 (z) 仍 以 2r 为 周 
期 ， 


a, 二 | f(x)cosnzrdr 
-一 Dr f(y ) 用 -去 | f’' (x)sinnrdz, 
nm) _ ，。 


。 2LL3。 


一 f(z )| 一 二 | f(x)cosnzrdx. 
1 人 nn .大 


由 了 f(x) 及 cosnz 的 周期 性 知 ,第 一 项 等 于 和 零 ;又 | f(x)| 二 MM( 闭 
区 间 上 连续 ), 故 |a, | 二 2M/n*. 同 理 ,16, | 二 2M/n. 


由 广 的 收 化 性 知 , 2 1a,| 和 3)16,| 收敛, 依 例 7 知 ， 


了 (Zz) 的 傅 里 叶 级 数 收 敛 , 且 一 致 收敛 . 

例 9 若 大 z) 在 L 一 r,rj 上面 变 , 证 明 : 存 在 常数 &>>0,V 健 
里 叶 系 数 ap, 有 |a, | 委 &/m 0 委 &/7 

证 看 jz) 以 2r 为 周期 ,在 [一 rrj 上 只 有 有 限 个 第 一 类 间 
断 点 和 有 限 个 极 值 点 , 则 称 函 数 f(zx) 陶 变 . 

当 jz) 是 正 的 园 变 递增 函数 时 ,有 


4 ,一 | f(r)cosnzrdx = TD cosnzdz 
Tr TT £ 


_ fn) 


] ，， 
”SINAN ~— SInNn 
人 0)， 


Le SD 


故 |a| < 一 一 一 . 同 理 | 六 | 过 一 一 一 


由 于 f(z) 轩 变 ; 则 f(z) 必 可 表示 为 两 个 非 负 单调 增加 函数 
之 差 ( 见 疑难 解析 2), 即 f(z) 二 F(x) 一 h(x). 于 是 


4, 一 二 | f(x)cosnrdz = | [F(z) — h(x) lcosnzxdr 


| 

一 一 | cosnxdx 一 cosnzxdz,， 
nT 

昌 2 | 二 攻 
司 再 PL 上 el 


故 可 以 选 出 一 个 常数 使得 4a | 过 hun |6 | 过 对 一 切 n 成 立 . 
从 而 命题 得 证 . 
例 10 设 f(z) 在 [a,b6j 上 可 积 , 用 全 里 叶 展 开 式 证 明 . 
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lim | f(z) [sinnx |dzx = | fr)dz., 


证 因为 |sinz | 有 一 个 一 致 收敛 的 估 里 叶 展 开 式 ( 见 第 一 市 
例 11(1)) 


. 2 4 — Cos2kz  ， 
sinz| 一 去 < (一 co 十 co)， 
， . 4 0 
所 以 sinnzx| 二 一 4 > GE [一 rz |]. 


基 用 有 界 函 玫 溢 以 _ 下 下 下 级 数 的 各 项 , 则 所 得 级 数 仍 
收 镶 . 向 f(z) 在 [一 x,xj]j 上 可 积 , 故 3 MM, 使 得 VY re [一 xx], 有 
/zi 委 M. 于 是 


2 4 ~ 2k 
f(x)|sinnz | = 4/ 一 区 27G ) 2 2 [x 
一 致 收敛 . 逐 项 积分 得 
| f(r)|sinnzidzx = Z| fodz — 4 3 f(x)cos2hnr dr 


k=1 4 —1 
ef (x)cos2knzx M(b — a) 
因为 4 dz < ， 
Af(o 一 
而 > 作 从 二 人 收 化 , 放 了 3 只 于 dz 一致 收 全 


取 >oo 的 极限 ， 并 利用 歼 曼 引 理 ,得 
lim | fz) lsinnzx |dzx 


2 4 a 2 [ 


例 11 及 re 在 [0， 了 上 连续 中 数 了 (ZX) 在 [0,x] 上 
分 段 光滑 ， | /ondr 一 0. 证明 | I7 (Xz) j:dz 之 | [co]Jaz 
证 ”对 f(z) 进行 偶 延 拓 , 故 ao 一 0,2, 一 0. 


f(x) 一 Scosnz, ZE [0,7]j, 
于 一 了 
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信人 


f'(x) 一 一 >》 na,sinnz, rE |0,T|. 


ni 三 ] 


由 巴塞 瓦 等 式 得 
二 | [fer Tdr = Da, 


z| [fF (x) dz 一 ne > 之 5a — 一 | [fr ydz, 


所 以 | Er cw Tdr > | [fer Tdz. 

例 12 设 f(z) 是 周期 为 27 的 连续 国 数 .证明 : 

G) F(z)= 玄 | f(Ddt (>0) 也 是 周期 为 2x 的 连续 函数 ， 

(2) Ye>0, 了 A>0, 使 得 在 | 一 r,x 上 ,有 | zxz) 一 已 (Cz)| < e. 

(3) Ye<0, 习 7 阶 三 角 多 项 式 S, (xz), 使 得 在 [一 x,x] 上 有 
|f (x)—S, (7x) |<2e. 

证 设 f(x) 的 健 里 叶 级 数 为 字 2 十 > Co cosnz 十 bsinnx), 则 
对 傅 里 叶 级 数 逐 项 积分 后 ,得 

F(x) = 走 | fydt 


a 1 a,sinnh bsinnh . 
一 十 1 5 一 一 一 一 COSNX 十 一 一 一 一 SInnw |. 
凡生; nn ?1 


可 议 由 此 讨论 所 证 命题 . 
下 面 给 出 为 一 种 形式 的 但 更 直接 的 证 明 . 
(1) 作 代 换 1 二 x 十 y, 得 


+ 1 
FCz) 一 十 | ， f(t)di = 去 | f(z 十 y)dy， 


则 F(z 十 27)== 声 | /Cz 十 2x 十 ydy (f(z) 周期 为 27) 


hn 
一 部 | fz 十 y)dy = F(x), 


故 F(x) 是 以 2x 为 周期 的 连续 函数 . 又 
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po) = 2 wae [foal 


由 变 上 限 孙 数 性 质 与 f(z) 的 连续 性 知 ,F(zx) 也 是 连续 也 数 . 
( 2) 由 积分 中 值 定 理 ,VzE[L 一 rr 及 h>>0,j é€.E€ 
[x 一 有 ,Xx 十 hj ,使 得 


] 工 十 下 E 
F(XT) 一 广 | _fQ) t 一 f(€,). 


又 由 jz) 在 (一 co ,十 cc) 上 的 一 致 连续 性 ,V e>0, 6>>0， 
使 得 Y zi,zx;ER, 只 要 |z 一 z; | 二 8, 有 
[f(z1) — f(r)| < 
取 有 EC(0,6), 由 1&6, 一 zx| 志 A 过 56, 即 得 
[FEz) 一 Az)1 = WACOE 一 Acz)1<e < 
(3) 因为 下 (z) 是 变 限 积分 函数 ,所 以 刁 (z) 连 续 可 微 , 有 


F' (zx) = (|z| 过 7),， 


所 以 声 (z) 在 [一 x,xj 上 二 阶 连续 可 导 ,F(z) 的 储 里 叶 级 数 一 致 
收 做 于 F(x). 

设 F(x) 的 健 里 叶 级 数 的 部 分 和 为 St(z), 则 当 &->co 时 ,V zx 
EL[ 一 x ,zj,Si(z) 广 F(x). 于 是 ,VY e>0,I] nEN ,使 得 

IFCz) — S$,(7)| <e (rl a). 

故 Y e 宝 0, 先 取 定 h, 使 得 I|F(z) 一 f(z)| 过 e 成 立 , 再 取 定 S$,(x)， 
使 得 |F(r) 一 S,(z) | 过 e 成 立 . 由 此 两 式 即 得 

If lr) 一 sz 和 [fr) 一 FEGz + [F(x) — 8, Cx)| 

< 2e (lz| 7x). 

连续 函数 的 健 里 叶 级 数 可 以 在 一 些 点 上 发 散 , 所 以 不 一 定 收 
伍 , 更 不 一 定 一 致 收敛 .但 是 连续 的 周期 函数 却 总 可 用 三 角 多 项 式 
一 致 逼近 . 

关于 傅 里 叶 级 数 的 应 用 与 和博 里 时 级 数 的 复数 形式 ,本 书 将 不 
予 讨 论 . 
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本 章 先 讨论 多 元 实 值 函数 的 微分 学 ,而 把 向 量 郴 数 的 微分 学 
放 在 第 十 二 章 单 独 进行 讨论 . 


第 一 节 平面 点 集 沁 多 元 销 数 


主要 内 容 


一 平面 点 集 

1}. 坐标 平面 上 满足 某 种 条 件 P 的 点 的 集合 称 为 平面 点 集 , 记 
作 = 二 {(zx,y)1Cz,y) 满 足 条 件 PP}. 

平面 点 集 {(x,y)1 (x 一 zo 十 《y 一 yo 之 合 ) 称 为 以 点 A (xo， 
yo) 为 中 心 的 6 圆 邻 域 , (Cx,y)| zx 一 zo 过 ,|y 一 yo 过 6) 称 为 以 
尽 A 且 (Xo，y0) 为 中 心 的 6 方 邻 域 , 并 且 以 记号 U(A; 人 或 U(A) 不 加 
区 分 地 表示 这 两 种 领域 .UC(A;6) 或 UCA) 表 示 点 4 的 去 心 邻 域 . 

2. 任意 点 AER: 与 任意 点 集 ECR? 的 关系 

奋 存 在 点 4 的 某 邻 域 UCA), 使 得 UCA)CE, 且 称 4 为 点 集 
上 的 内 点;E 的 全 体内 点 构成 EE 的 内 部 , 记 作 intE. 

震 存 在 点 4 的 某 邻 域 U(A4), 使 得 UC(A) 人 站 EE= 名 , 则 称 A 为 
点 集 EE 的 外 点 . 

符 在 点 4 的 任何 邻 域内 既 有 属于 E 的 点 ,又 有 不 属于 玉 的 
点 ， 则 称 4 是 集合 五 的 边界 点 . 

FE" 一 R"\E 是 EE 关于 Ri’ 的 余 集 ;E 的 边界 点 的 全 体 构成 五 的 
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边界 , 记 作 aE. 

3. 点 4 与 数 集 EE 中 点 的 关系 

大 在 4 任 一 邻 域 U*(A4) 内 均 含 有 FE 中 的 点 ,; 则 称 A 是 EE 的 
聚 点 . 聚 点 可 以 属于 五 ,也 可 以 不 属于 五. 

在 点 4E 五 ,但 不 是 瑟 的 聚 点 , 则 称 4 是 玖 的 孤立 点 . 

4. 一 些 重 要 的 平面 点 集 

者 平面 点 集 E 的 每 一 点 都 是 玉 的 内 点 , 则 称 为 E 为 开 集 . 

大 平面 点 集 五 的 所 有 聚 点 都 属于 玖 , 则 称 为 无 为 闭 集 . 若 的 
没有 聚 点 ,EE 也 称 为 闭 集 . 

R- 与 好 是 既 开 又 财 的 点 集 . 

连通 ( 即 中 任意 两 点 可 以 用 一 条 完全 在 EE 内 的 折线 相连 
接 ) 的 开 集 EE 称 为 开 域 . 

开 域 及 其 边界 构成 的 点 集 称 为 闭 域 . 

开 域 . 闭 域 或 者 开 域 及 其 部 分 边界 点 构成 的 点 集 统 称 为 区 域 . 

5. 点 集 的 有 界 性 

对 于 平面 点 集 E, 若 存在 原点 的 某 邻 域 U(0,r), 使 得 EC 
U(0,r) Crl>0), 则 称 丈 是 有 界 点 集 . 否则, 称 EE 是 无 界 点 集 . 

也 可 以 表示 为 :存在 矩形 区 域 D==[a,6b5]X[e,dj 必 E. 或 者 
用 和 点 集 的 直径 4d(E) 二 ,sup ,PCP1,P;) 来 讨论 : 当 且 仪 当 QC(E) 为 


有 限 伸 时 ,E 是 有 界 点 集 . 其 中 


plPi,Ps) = Y (xi — ze) + (yr CO— yo)7. 
对 有 :平面 上 任何 三 点 P,Ps,P;, 下 式 成 立 : 
pCP1,P2) SS PP,P;) + plP,,P,). 
二 、R: 上 的 完备 性 定理 
1， 设 iP,}CR’ 为 平面 点 列 ,P, 为 R* 定点 . 若 Ye>0, NE 
N ,使 得 当 n>N 时 ,有 P,EU(CP。), 则 称 点 列 {P,) 收 伍 于 Py 记 作 
limP, = P, 或 P, -> P,, n— ooo. 
2. 柯 西 收敛 准则 ”平面 点 列 {P,} 收 敛 的 充 要 条 件 是 :Y e> 
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0,3 NEN, 使 得 当 n>N 时 ,VY PEN, 总 有 po(P,,P，)<e 

3. 闭 域 套 定 理 设 1D,) 是 R- 中 的 财 域 列 ,满足 :万 ,一 门 7 
三 1,2, ;dd 一 4d(D,) ,limd, 二 0, 则 存在 惟一 的 点 P. ED,,， n==1]， 
Ds 


4. 聚 点 定理 设 ECR? 为 有 界 无 限 点 集 , 则 已 在 R* 中 至 少 
有 一 个 聚 点 . 

5、 有限 覆 盖 定 理 ” 设 DCR? 为 有 界 闭 域 , (4.} 为 一 开 域 族 ， 
覆盖 了 DC 即 DCUA.), 则 在 {4.) 中 必 存 在 有 限 个 开 域 Ai ,As，…， 


A,, 它 们 也 覆盖 了 D( 即 DUA). 

三 、 二 元 函数 与 二 元 函数 

1. 设 平面 点 集 DCRi’, 者 按 某 对 应 法 则 了 ,D 中 每 一 点 已 (zyy) 
都 有 惟一 确定 的 实数 Z 与 之 对 应 , 则 称 f 为 定义 在 D 上 的 二 元 也 
数 ( 或 称 f 为 DD 到 R 的 一 个 映射 ), 记 作 f:D>R,P HZ 

重 二 元 图 数 的 值 域 为 有 界 数 集 , 则 该 函数 称 为 有 界 函 数 ， 

2. n 个 有 序 实数 组 (zxi,x;,… ,Xx,) 的 全 体 称 为 n 维 向 量 空间 
(或 n 维 空间 ), 记 作 R". 任 一 有 序 实数 组 (zi,zi,… ,zx,) 称 为 R" 的 
一 个 扣 ;7 个 实数 zi ,Xz2，… ,Xs 是 该 点 的 坐标 . 

议 忆 为 R" 中 的 点 集 , 若 按 某 对 应 法 则 上 ,使 得 瓦 中 每 一 点 
P(ri,X2，"…,X,) 都 有 惟一 的 一 个 实数 与 之 对 应 , 则 称 f 为 定义 在 
上 的 元 函数 (或 称 了 为 ECR” 到 R 的 一 个 映射 ), 记 作 f.E 一 
R，, (zi Ta) ry 或 y= rr Ti) TT TEE. 


疑难 解析 


1. 内 扣 、 外 点 、 边 界 点 、 聚 点 及 孤立 点 与 数 集 忆 有 何 关系 ? 

省 三 的 内 点 一 定 属于 玖 ;五 的 外 点 一 定 不 属于 瓦 ;无 的 边界 
点 可 能 属于 瑟 , 也 可 能 不 属于 五 ; 聚 点 可 能 属于 巨 , 也 可 能 不 属于 
E; 拆 立 扩 一 定 属于 E. 
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它们 之 交还 存在 这 样 的 关系 :孤立 点 一 定 是 者 点 ;内 点 与 非 天 
立 的 过 所 一 定 是 聚 点 ;有 既 不 是 聚 点 义 不 是 孤立 后 的 乓 一 定 古 外 所 . 

2. R* 上 的 完备 性 定理 与 实数 系 的 完备 性 定理 有 什么 联系 ? 

答 有 R 上 的 完备 性 定理 是 实数 系 的 完备 性 定理 的 推广 ,它们 
同样 是 二 元 函数 极限 理论 的 基础 . 

这 些 定理 的 证 明 方 法 与 实数 系 的 完备 性 定理 的 证 明 方 法 完全 
相同 , 仅 需 将 财 区 间 换 成 用 区 域 . 因 此 ,本 章 不 多 讨论 . 


方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 讨 论 两 个 问题 :一 是 平面 区 域 问题 与 R* 上 的 完备 性 定 
理 . 通过 概念 来 认识 实际 问题 ,区 分 实际 的 平面 区 域 是 哪 类 区 域 ， 
并 进行 讨论 . 这 需要 读者 对 概念 有 清晰 的 认识 ,能 运用 概念 辨析 实 
陈 问 题 .二 征 图 数 的 基本 概念 , 即 国 数 式 、 函 数值 .函数 定义 域 及 其 
点 集 形 式 的 讨论 与 确定 . 可 以 利用 讨论 一 元 函数 的 技巧 与 方法 来 
讨论 二 元 与 n 元 函数 的 同类 问题 . 

例 1 证 明 ; 邻 域 是 开 集 . 

证 ” 设 邻 域 为 U(a),A 为 U(a) 上 任 一 点 , 则 |A 一 a| 二 6. 因 
此 ,存在 正 数 有 ,使 得 14 一 a | 过 6 一 h. 故 VY xzEU(A;h), 以 下 不 等 
式 成 立 : 

一 d 委 lz 一 4 十 14 一 4 去 2. 
所 以 ,TEU(a), 即 4 是 UCa) 的 内 点 . 依 定义 知 ,UCa) 为 开 集 . 

例 2 证 明 ;E 为 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 E° 是 开 集 . 

证 必要 性 者 五 为 闭 集 , 则 因为 互 的 一 切 聚 点 都 属于 巨 ， 
从 而 Y z6E 鳌 ", 工 不 是 玖 的 聚 点 . 即 存在 VCz) ,使 得 局 Cz) (EE= 
名 ,也 就 是 U(r)CES. 故 E° 是 开 集 . 

充分 性 VY 任 xEE ,因为 E* 是 开 集 ,所 以 3] U(x)EEs, 即 
不 是 上 的 聚 点 . 故 若 上 有 聚 点 , 则 聚 点 必 局 于 上 E. 

类 似 可 证 ;EE 为 开 集 的 充分 必要 条 件 是 E° 是 闭 集 . 
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例 3 证 明 ; 
(1) 任意 一 组 开 集 {E。} 的 并 集 (UE。) 是 开 集 ; 
(2) 任意 一 组 闭 集 {E。} 的 交集 ( 门 E.) 是 闭 集 ; 


(3) 任意 有 限 个 开 集 已 ,EE,,… ,EE。 的 交集 ( 介 EE,) 是 开 集 ; 


(4) 任意 有 限 个 闭 集 E,,E,，,… ,EE 的 并 集 (UE,) 是 闭 集 

证 要 用 到 德 。 摩 根 (De-Morgan) 公 式 ; 设 {E,} 是 若 于 (有 限 
或 无 限 多 个 )R*(k 二 2,3,…,n) 中 子 集 E, 的 一 组 , 则 成 立 

(UE): = (MNES); (NE):= (UE). 

其 证 明 见 上 册 第 一 章 

(1) 车 xE (UE,), 则 存在 某 个 a, 使 得 xE E。. 而 E。 是 开 集 ， 
故 工 是 E。 的 内 点 , 即 (UE,。) 的 内 点 ,从 而 (UE。) 是 开 集 

(2) 依 德 . 摩根 公式 , (由 E。) 二 (UE。5). 由 于 E, 是 闭 集 , 故 
Et 是 开 集 . 由 题 (1) 知 , (UE) 是 开 集 , 即 (站 E。)° 是 开 集 ,从 而 
( 门 E,) 是 闭 集 . 


(3) 车 +E ( 们 Ei), 则 xzE 某 Ei, 故 存在 U(x;6.), 使 得 
U(xz;0;) CE 可 议 取 0 = min (070), 则 对 任 一 起 =1,2,… ,mm)， 


Uz36) 成 立 ,从 而 是 (由) 的 内 点 , 即 (得 EE) 是 开 集 . 


(4) 类 似 题 (2) 的 证 法 ,利用 德 。 摩根 公式 和 余 集 概念 ,由 题 
(3) 的 结论 即 可 得 出 . 请 读者 自己 写 出 证 明 过 程 . 

但 是 ,任意 个 开 集 的 交集 不 一 定 是 开 集 ,任意 个 闭 集 的 和 集 不 
一 定 是 闭 集 . 

例 4 求 下 列 各 集 的 导 集 (所 有 聚 点 构成 的 集合 ), 并 说 明 它 
是 否 闭 集 . 

(1) E={(z,y)|z:+y >2); 

(2) E={(l/m,1/n)|m,nEN); 
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(3) 五 一 {(zyy)|zyy 为 整数 ); 

(4) 二 {(zxyy)|z,y 为 有 理 数 ). 

解 (1) 导 集 ={(r,y) lx’ 十 y 宇 2} ,是 开 集 ,2 是 闭 集 . 

(2) 导 集 EE'= 二 {(0,0)},E 不 是 闭 集 . 

(3) 导 集 EE' = 二 儿 ,E 是 闭 集 . 

(4) 导 集 EF' 二 R*,F 不 是 闭 集 . 

例 $ 下 列 集 侣 是 开 集 还 是 闭 集 ? 求 出 它们 的 内 部 (int) 和 边 
界 ,并 确定 是 什么 区 域 . 

(1) E={(z,y)ER’|z 守 0,y 之 0,7X 十 y 亿 1); 

(2) E={(r,y)ER’' |y<x}; 

(3) E={((z,y)ER | 一 1<z< ly 一 0)， 

解 (1) EE 是 闭 集 . 

intE = {(z,y)E RlIr>0,y>0,z+ yl}. 
aE = (Ty)|rz=0,0 yl}U ((ry)|ly = 0,0 太 T+ 1)， 
U ir IrT 二 y= 二 1,X 之 0,y 之 0)， 

E 是 有 界 团 区 域 . 

(2) FF 是 开 集 . IntE= 二 ,9E 二 1(x,y)|y 二 x*}, 是 无 界 开 区 
域 . 

(3) 巨 既 不 是 开 集 又 不 是 闭 集 ,intE 一 他 . a 二 {(x,y) | 一 1 过 
Z 和 1,y 一 0) .无 不 是 区 域 . 

例 6 画 出 下 列 平面 区 域 , 并 指出 它 是 什么 样 的 区 域 . 

(1) {((z,y) zy (2) {zy) [zx — yl}; 

(3) {C(x,y)||zy ll1}; (4) (Crzyy)| zl 二 ys1)， 

解 (1) 如 图 10.1(a) 所 示 是 开 区 域 ,无界 区 域 . 

(2) 如 图 10. 1(b) 所 示 是 闭 区 域 ,无 界 区 域 . 

(3) 如 图 10. 2(a) 所 示 是 闭 区 域 ,无 界 区 域 . 

(4) 如 图 10.2(b) 所 示 是 闭 区 域 ,无 界 区 域 . 

例 7 画 出 下 列 空间 区 间 ,并 指出 它们 各 是 什么 区 域 . 

(1)V={(r,y,2)|x Ty 二 Tz 9}; 
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图 10. 1 


图 10.2 


(2) V={(r,y,2) | r+ y :Sa’, |z|<6); 

(3) V=i(rz,y 2)|rx + y zz<2); 

(4) V=i(r,y,2) | |z| 二 + |y| 二 |z| 志 1). 

解 (1) 是 以 原点 为 中 心 .半径 等 于 3 的 球体 ,是 闭 区 域 ,如 
图 10. 3(a) 所 示 . 

(2) 是 以 z 轴 为 中 心 轴 、 半 径 等 于 a、 高 为 26 的 圆柱 体 , 是 闭 
区 域 ,如 图 10. 3(b) 所 示 . 

(3) 是 以 原 操 为 项 后 、z 轴 为 中 心 轴 、 开 口 向 上 的 旋转 抛物 面 
x 十 y 二 z 与 平面 z==2 所 围 立体 的 内 部 ,是 开 区 域 ,如 图 10. 4 (a) 
所 示 . 

(4) 起 以 原 护 中心 、 八 个 平面 所 围 成 的 八 面体 区 域 ,是 闭 区 
域 ,如 图 10.4(b) 所 示 ， 
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图 10. 3 


多 10, 4 


例 8 证 明 : 点 已 是 五 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 :V 9>0， 
U°(P;O)N EYL. 

证 必要 性 者 已 是 互 的 聚 点 , 则 V 6 汪 >0,U(P;6) 内 有 EE 的 
无 限 多 个 点 , 故 U°* (CP;6) 门 E 关 0. 

充分 性 着 YanaEN, TICPI1n) 门 无关 人 好, 即 了 PE 
UP;1/n){1E. 这样 ,VSG>0, NEN, 使 得 当 S>1/ON 时 ,有 
UP;l1/N)CU*(P;6). 于 是 ,Y na>N 有 无 限 多 个 P, EE, 使 得 
P,.EU*(P;6), 故 PP 是 上 的 聚 点 . 

例 9 利用 闭 区 域 套 定理 证 明 .: 三 角形 的 中 线 交 于 一 点 . 

证 ” 记 带 边界 三 角形 为 八 ABC , 它 是 一 个 闭 集 . 

如 图 10.5 所 示 ,A4BC 的 三 中 线 包 含 在 A4BC 内 ,三 中 点 
又 构成 人 4 BC 有 和 人 A4,BICICA4BC. 
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A 和 人 4BC 三 中 线 的 一 部 分 恰 为 人 人 AiBiCi 的 
A 三 中 线 , 且 A4BC 三 中 线 两 两 的 交点 也 是 
/oo 人 A1B1Ci 三 中 线 两 两 的 交点 .人 4BiC; 的 三 中 

PN 点 又 构成 人 4:B:C 有 人 人 4:B:CCA4BIC1. 
和 人 4 BC 的 三 中 线 恰 为 人 AsBsC; 的 三 中 线 . 如 
此 继续 ,得 一 闭 三 角形 区 域 套 
AABC DD A 人 ABC, DD AA,B,C, DD …, 
且 有 limd, 一 0. 因此 ,存在 惟一 的 点 o 属于 闭 三 角形 区 间 套 ,点 0 
即 三 角形 三 中 线 的 交点 . 
例 10 证 明 有 限 覆 盖 定 理 : 设 DCR: 为 一 有 界 闭 区 域 ,{A。} 
为 一 开 域 族 , 它 覆 盖 DC( 即 DCUA), 则 在 {4A.) 中 必 存 在 有 限 个 开 


图 10.5 


域 Al,A，…, ,它们 同样 覆盖 了 D(C 即 DCU4) 

证 《仿照 实数 系 的 有 限 履 盖 定 理 的 证 明 ) 用 反 证 法 . 设 在 
{A} 中 不 存在 有 限 个 开 域 ai As, , A, 可 以 履 盖 0D. 将 D 等 分 为 
四 个 子 域 时 ,其 中 至 少 有 一 个 子 域 不 能 被 {A,} 中 有 限 个 子 域 所 覆 
盖 , 记 此 子 域 为 D1, 且 d(D)=54d(D). 

再 将 Di 等 分 为 四 个 子 域 . 同样 地 ,其 中 至 少 有 一 个 子 域 不 能 
被 {A.} 中 有 限 个 开 域 所 覆盖 , 记 此 子 域 为 万 ,, 且 dD )= dD). 

如 此 继续 ; 则 得 到 一 个 闭 区 域 列 {D,) (2 一 1,2,…), 有 

DD DOD,D.…, 即 D, OD,n,n=1,2,, 

d(D,) = 方 dCD) 一 0 


每 一 个 闭 域 D, 都 不 能 用 {4。} 中 有 限 个 开 域 来 覆盖 . 依 闭 区 域 套 定 

理 , 存 在 惟一 的 点 PED,, nn 二 1,2,…. 但 PP 必 会 于 {A,}) 的 某 一 个 

开 域 A 内 , 当 充分 大 时 ,有 D,CA. 此 式 说 明 , {A,} 中 的 一 个 开 域 

仿 即 可 和 独 盖 D,, 从 而 与 假设 下 推出 的 D,“ 不 能 被 {4A。} 中 有 限 个 开 

域 来 禾 盖 ”" 相 矛盾 . 可 见 ,假设 是 错误 的 , 即 在 {A。} 中 必 存 在 有 限 个 
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开 域 Al ;人 ，… ,A ,它们 同 梓 禾 关 了 DD. 
例 11 求 下 列 平面 点 列 的 极限 ， 


1 十 ] 
一 2 十 1 
长 一 工 六 
解 (1) 因为 lim 一 0， lim7 一 [一 1， 所 以 
lim | 和 — 1)" 1 
nm oo n 17. 一 


mn 二 1] , 了 和 ， 
(2) 因为 lim- 闪 二 和 一 l,lim| 1 十 二 | 一 ey 所 以 


2 十 1 1 171 
lim | 二 于 i 1+ [= Ge) 


这 里 用 到 了 点 列 收 敛 的 充 要 条 件 ( 见 例 12). 
例 12 证 明 : 点 列 (4P,(zsyyr)? 收 人 鳅 于 Polxo,yo) 的 充 要 条 件 


古 lmz,= zo, limy, = yo. 


一 CD 


证 必要 性 因为 VyYnEN, 和 己 有 
|z, 一 zol < plP,, Po) < e， 
所 以 imxz, 二 xo. 同 理 可 证 ,imyn 一 yo， 
充分 性 设 Y n€EN, 有 lmz,= xo, limy,= yo, 则 Y E>0,3 NN 
EN ,使 得 当 &>Ni 时 ,|zi 一 zo < 之 e/ VY 2 ;同样 ,3 N,EN .使 得 当 
& 二 Na 时 ,| 一 | <e/V2. 取 六 =maxtNN), 则 当 &>N 
时 , 恒 有 
[zi—~ zol <e/ w 2 ， [yi — yol < &/ Vv 2 ， 
于 是 ,VY &>N ,有 2GCPePo)<ec. 即 
lm (P, (zx, ,y,)) = Po(xo, yo). 


例 13 人 

(1) f(z,y)= 元 入 人》 , 求 j ,二 

Vit+y 
人 


(1) (二 2 


n “n—1] 


(2) ,1 二 去 
n 


=- (0,1). 


(2) /| 关 |= (XT 这 0), 求 f(x); 
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(3) zx 一 Vvy 十 FCVz 一 1), 且 当 y 一 1 时 > 一 z, 求 函数 f,z; 

(4) z= 二 =X 十 y 十 J (xX 一 y); 且 当 y 二 0 时 z= 二 x *, 求 聘 数 三 >， 

解 求 函 效 表 达 式 的 方法 与 一 元 函数 同类 题 的 解法 一 样 , 读 
者 可 参看 上 册 中 的 有 关 说 明 . 


1 2"，1"yz 27ry _ 
C1) /| 1,2 | = = f(r,y). 


(2) 因为 /| 学 | = 三 这 = 1+| ,所 以 


f(z) = pk 
(3) 因为 当 y= 二 1 了 时 ,z= 二 x, 所 以 
vv 一 D)= xz 一 Vy 一 一 
一 (VZz 一 1)Cwz 十 1 
一 (VZz 一 1)LCwz 一 1) 十 2]. 
于 是 f(t)=t(t+2)=F 二 21,， 
> 一 Vy 十 XT 一 1 (利用 f(Vx 一 1)=x 一 1). 
(4) 因为 当 y=0 时 ,z 王 ,所 以 ,x?=z 十 f(z), 即 f(x)= 文 ? 
一 工 . 则 
二 TT 二 yy 十 (XT 一 yy) 一 (ry)=2y++t (ro— y)’, 
例 14 求 下 列 函 数 的 函数 值 ， 
CD flrsy) = | ett | ,如 /3 ,1 3 , 


arctan (Xx—Yy) 9 


(2) f(z,y)=T 二 yxytan(z/y), 求 f(tr,iy). 


xX—]1 


解 ” 代 入 运算 即 可 . 
(1) 因为 ] 士 之 3 十 lt ls, 
1 十 V3 1— V3|, /7 4’ 27 
改 7 2 ” 2 |- T/ 3 64 


(2) f(trty)= 7) yy) rytitan(r/y) 
~f [z+y ~—zytan(r/y)]=t f(r, y). 
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例 15 求 下 列 消 数 的 定义 域 : 


(1) f(x,yy)= v1—zx+++ vy—!1; 
(2) f (x,y)= vsin(r yy ); 


(3) f(zxyys2)—= VR XYy 2 
+t (RR>); 
(4) f (x,y)=arcsin(x/y )arcsin(1— y). 
解 ” 一 般 需 通过 解 不 等 式 组 确定 . 
1 一 二 之 0， p< 
(1) -=> 


x 中 10. 6(a) 所 示 . 
yy 120, |y|>1. 定义 域 如 图 a) 所 示 


(2) sin( 巡 十 信 ) 之 0 字 28T 雪 大 十 光 扫 (2 十 1) 有 一 0 1,2， 


…: 定义 域 如 图 10. 6(b) 所 示 . 


图 10.6 


(3) 7 之 ZY 十 yy 十 z* 全 RR', 是 两 个 球体 所 用 区 域 . 定义 域 如 图 


10.7(a) 所 示 ， 
zy/ 如 | 委 1， [3 xz > 


(4) | (7y 天 0) 一 
0<<y<2. 


|1—y| 志 1 (10 二 y 太 2， 
定义 域 如 图 10.7(b) 所 示 . 


例 16 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 


| 并 十 入 一 工 z 
(1) 之 一 27— zr yi (2) 之 一 AITCCOS zityi 
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图 10. 7 


之 _ 1 .2 2 2 
(2) u=arccos ET (4) u=ln(—1—zx’—y’ 二 z’). 
TXT 十 yy7， (Xz 一 1/2)?* 十 y 守 (1/2)”， 
解 (1) 一 
ZX’ 十 y: 之 27， (TX 一 1) “十 y 过 1]， 
定义 域 是 一 月 牙 形 区 域 ,如 图 10. 8(a) 有 所 示 . 


(2) a -|<l=lzl<lz+y| (z 天 一 y)， 即 


Ze< 十 2xzy 十 光 或 yy 十 2z) 之 0. 
y 之 0， y 委 0， 
吕 , N I6| 蒜 六 ). 
2 2 并 ， 1 pz, 》 不 同时 为 过 
定义 域 如 图 10. 8(b) 所 示 . 


2》 
\ 
， 
(a) (b) 
10. 8 


《3 ) 


十 昂 一 于 之 0 定义 域 是 圆锥 面 x 十 y 
一 2 的 外 部 ， 如 图 10. 9(a) 所 示 . 
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(4) 一 Zz 一 十 z? 一 ] 沁 0 之 X? 十 一 z: 之 1, 定 义 域 是 双 叶 双 曲 
面 内 部 ,如 图 10. 9(b) 所 示 . 


图 10.9 


第 二 市” 二 元 了 消 数 的 极限 与 连续 性 


主要 内 容 


一 、 二 元 函数 的 极限 

1. 设 了 了 为 定义 在 DCR* 上 的 二 元 函数 ,P。 为 万 的 一 个 聚 
点 ,4 为 确定 的 实数 .车 Y es>0, 司 SG>0, 使 得 当 忆 EL CP0)DDmDD 
时 , 恒 有 |7P) 一 41<s, 则 称 /在 刀 上 当 己 一 Po 时 ,以 4 为 极 
限 ' 记 作 lim (7 一 人 4 或 lim ,)/ (Ty) =A 


2.lim f(P) 二 4 的 充 要 条 件 是 :Y 任 ECD, 只 要 P, 是 已 的 


聚 点 . 
推论 1 设 ECD,P。 是 EF, 的 聚 点 , 若 lim/(P) 不 存在 , 则 


limf(P) 也 不 存在 . 
pep 
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推论 2 设 五 ,无 扎 站 Po 是 它们 的 聚 点 , 若 存在 极限 : 
hm (P)=Ai, limf(P)=4,, 但 4 天 4， 则 1im7(P) 不 存在 . 
peE, PE peE 

推论 3 极限 lim (CP) 存在 芒 对 于 DD 中 任 一 满足 条 件 P, 关 
Pu 且 limP,==P 的 点 列 {P,) , 它 所 对 应 的 函数 列 {/(P,)} 都 收 全 

3， 到 /为 定义 在 DPCR- 上 的 二 元 了 尔 数 ,Polzxo,yo) 是 也 的 一 
个 聚 点 . 在 六 任 M0 ,3 U(P,;6) ,使 得 VY P(x,y)EU°*(Po;6), 有 


三 ) 盖 1, 则 称 了 上 在 万 上 当 忆 Pu 时 存在 非 正 常 极 限 十 ce, 记 作 
lm f(x,y) 二 十 co 或 lim/(P) 一 十 co. 


(Ty rn) 


类 似 可 定义 lim/(P) 一 一 oo 与 lim f(P)=o%， 


4. X,Yy 依 一 定 顺 序 先后 趋向 于 zo,yo 时 了 的 极限 称 为 累 次 极 
限 , 而 前 面 的 极限 称 为 二 重 极 限 . 

议 f 是 定义 在 DCR” 的 二 元 婧 数 ,Polxo,yo) 是 也 的 一 个 到 
点 . 如 果 对 于 每 个 ? 夭 ,极限 jim /zyy) 存 在 , 且 极 限 


lim lim Fr 


存在 ， 则 称 此 极限 值 为 函数 了 在 点 PCzoyyo) 先 对 工 后 对 y 的 二 
次 极限 . 

同 理 可 得 阻 数 在 点 Polzxo,yo) 先 对 yy 后 对 工 的 二 次 极限 
lim lim/f (x,y). 


TT yp 


5. 者 jzy,y) 在 点 (zoyyo) 存 在 二 重 极 限 dim, j 太 (zyy) 与 
索 次 极限 lim jm (x,y) (或 lim limJ (x,y)), 则 它们 必然 相等 . 

(1) 着 黑 次 极限 lim lim f(r) lim Jim7 (x,y) 和 存在 但 不 相 
等 , 则 二 二 重 极限 。 im f(z,y) 必 .不 存在 

(2) 厂 累 次 极限 lim limf (x,y) 与 lim limj(z,y) 以 及 二 重 极 
限 。 lim /Cz,y) 都 存在 , 则 三 者 相等 ， 


{Ty)- (I 
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二 ,二 元 消 数 的 连续 性 

1. 设 为 定义 在 点 集 DCR: 上 的 二 元 薄 数 ,点 P,。ED(P,。 是 
DD 的 聚 点 或 弧 立 点 ).Y es>0, 6 放 0, 当 点 PEU(Po;6) 门 D, 就 有 
fCP) 一 f(Po) | 过 ze, 则 称 关于 集合 DD 在 Po 连续 . 

若 f 在 D 上 任何 点 都 连续 , 则 称 了 为 刀 上 的 连续 函数 . 

硅 P。 是 DD 的 聚 点 , 则 关于 DD 在 Po 连续 等 价 于 

lim/ (PF) 一 fCP.,). 

在 Po 是 DD 的 聚 点 ,但 iim 了 CP) 卫 1(Po), 则 称 P。 是 了 的 不 连 

续 点 (或 间断 点 ). 车 lim /CP) 存 在 ,但 不 等 于 (Po), 则 称 P, 为 可 


去 间断 点 . 

2. 复合 图 数 的 连续 性 ” 设 消 数 一 pCx,y) 和 w= 二 Jy(x,y) 在 
ZX0y 平面 上 点 Pu(zoyyo) 的 某 邻 域内 有 定义 ,并 在 点 Pu 连续 ,函数 
f xz) 在 xov 平面 上 点 Qo《uo,vo) 的 某 邻 域内 有 定义 ,并 在 点 Q， 
连续 ,其 中 zxo 王 P(zoy yyzo 一 几 (zoyy), 则 复合 函数 (zyy) 一 
几 LVCzy)， Cry)] 在 点 Po 也 连续 

3， 有 界 闭 域 上 连续 也 数 的 性 质 

(1) 有 界 性 与 最 大 值 . 最 小 值 定理 车 消 数 f 在 有 界 闭 域 DD 
CR’ 连续 , 则 ff 在 D 上 有 界 , 且 能 取得 最 大 值 与 最 小 值 . 

(2) 一 致 连续 性 定理 若 函 数 在 有 界 闭 域 DCR? 连续 , 则 
f 在 D 上 一 致 连续 . 

(3) 介 值 性 定理 设 函 数 了 在 区 域 DCR? 上 连续 ,Pi,P. 为 
D 中 任意 两 点 , 且 ACPD)<ACP:), 则 对 任何 满足 不 等 式 ACP)<w 
三 f(P;) 的 实数 p, 必 存在 点 PoEDD, 使 得 f(P,)==. 


疑难 解析 
1. 一 元 消 数 的 极限 概念 与 二 元 函数 的 极限 概念 有 何 异 间 ? 


答 ”一 元 函数 的 极限 与 二 元 函数 的 极限 都 是 讨论 在 自 变 量 的 
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某 个 变化 趋势 下 ,函数 值 与 某 个 常量 之 间 的 关系 . 只 是 二 元 函数 比 
一 元 歇 数 对 日 变量 的 要 求 更 高 ,也 更 为 复杂 . 如 对 limf/(zx), 只 要 


求 在 ze 的 左 、 右 极限 存在 且 相 等 , 则 函数 在 ze 的 极限 就 存在 . 而 
对 lim ,/ (ZT，y) ,要 求 点 Pl(z,y) 以 任何 方式 趋向 于 天 (Zn ,yo ) 


(TI Toy 


时 ,jz,y) 都 趋向 于 同一 个 极限 . 任何 方式 包含 了 z 与 y 的 不 同 
关系 与 趋向 时 的 不 同 路 径 . 这 为 我 们 判断 函数 不 存在 提供 了 方便 ， 

在 二 元 函数 极限 概念 中 还 存在 因 自 变量 变化 而 产生 的 二 重 极 
限 与 二 次 极限 的 区 别 , 而 这 在 一 元 函数 极限 概念 中 是 没有 的 . 

但 是 ,一 元 函数 的 极限 的 性 质 ,如 惟一 性 、 局 部 有 界 性 、 局 部 保 
序 性 、 局 部 迫 伍 性 以 及 极限 的 四 则 运算 法 则 ,在 二 元 函数 极限 中 依 
然 成 立 . 读者 可 试 着 证 明 . 

2. 什么 是 二 次 极限 与 二 重 极 限 ? 它们 之 间 有 什么 样 的 关系 ? 

答 在 求 二 元 函数 /(z,y) 极 限 的 过 程 中 ,如 果 自 变量 是 同时 
变化 的 , 则 极限 称 为 二 重 极 限 ,如 lim ，f/(z,y). 如 果 自 变量 的 


变 化 有 先后 之 分 , 则 极限 称 为 二 次 极限 ,如 lim lm/ (xz,y) 和 
lim limf(zx,y). 二 重 极限 与 二 次 极限 是 两 个 不 同 的 概念 ,彼此 间 


yy I 7 


关系 很 复杂 . 


必 相 等 . 如 果 二 重 极限 与 两 个 二 次 极限 都 存在 , 则 三 者 相等 . 

坷 两 个 二 次 极限 存在 但 不 相等 , 则 二 重 极 限 必 不 存在 , 邑 二 次 
极限 存在 也 不 能 保证 二 重 极 限 存 在 . 同样 ,二 重 极限 存在 不 能 保证 
二 次 极限 存在 . 


例如 ,对 于 函数 
(十 昂 )sin(1/z)cos(1/y)， 工 夭 0,y 尖 0， 
(yy 一 一 
0， 工 二 0 或 y= 二 0， 


由 于 | f(x,y) [ST 十 y ,所 以 lim ,f(x,y) 王 0, 但 是 两 个 二 次 


极限 都 不 存在 . 
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而 对 于 项 数 


fzsy) = ysin(1/X)， 工 天 0,y 关 0， 
0， 工 二 0 或 y= 二 0， 
二 重 极 限 lim 7(0,y) 二 0 存在 ,但 先 对 并 后 对 yy 的 二 次 极限 
lim limj (x,y) 不 存在 . 
又 如 ,对 于 函数 
f(x,y) = 


人 
ry 十 (Xz ye 
一 次 极限 存在 且 相 等 , 即 lim limf (x,y)=lim limj zyy) 二 0, 但 是 
一 草 极 限 im ,了 (x,y) 不 存在 . 因为 


沿 直 线 x 二 0 时 ，lim f(x,y) 二 lim f(0,y)=0, 
(Iy)—* (0.0) (Ty)I—(0.0) 

党 直线 XxX 二 y 时 ， lm zy) 一 lm f(x,r)=1. 
Cr ry {0,0) {zx.y)-={0.0) 


万 法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


一 \、 二 元 水 数 的 极限 

证 明 函 数 的 极限 难度 是 比较 大 的 ,因为 要 证 明 点 P(x,y) 在 
任何 方式 下 趋向 于 P(xo,yo) 时 有 同一 极限 是 不 可 能 的 .一 般 都 用 
定义 来 证 , 即 证 当 PEU CCP,0) 时 ,有 | JP) 一 41<s 成立. 也 可 
以 利用 坐标 系 的 转换 ,将 二 元 函数 化 为 一 元 函数 的 极限 来 证 . 


rH Ty 
例 1 下 0. 


证 法 1 因为 由 |f(P) 一 A|, 得 


XY |zy | 
CO ， 
ee a 


所 以 ,VY ee 之 0. 令 65=e, 则 当 (z,y) 关 (0,0) 征 0 过 jz 一 0| 二 6 ,0 一 


< 之 ,有 即 


一 01<8 时 ,有 | 了 


lim 一 -> 一 0., 


(Triy I {0.0) yo 十 
证 法 2 将 所 给 函数 化 为 一 元 国 数 , 令 zx 一 rcosg,y 一 rsing, 则 
VY 任 0,(Czyy) 一 (0,0) 等 价 于 r~>0, 则 


f(r,y) = — > ysinGcosd. 


/FF 
由 于 singcos0=— sin20 在 r->0 时 是 有 界 量 , 所 以 
7) 一 myrcospsinl = 0. 
广 -用 


] 1 
《TY 一 (0 


例 2 证 明 下 列 极限 存在 : 


TY 。 . 2 _ 
(1) ‘im YY 二 T 3 ; (2) lim(4zx 二 3y) 二 19. 
yr 二 on 3 二 
证 (1) y 十 co ,可 以 设 为 y 汪 0, 于 是 
孚 二 和 [一 3)y 一 4 
| 人 了 二 7 十] | 十 1 | 
< lz ~ 31y 十 <| 工 一 3 十 二 


yy 十 1 y ] 
VY Ee 之 0, 取 0 和 6<se/5,4>176, 则 当 |z 一 31<6,y>>4 时 ， 但 


XYy 加 
一 3 < |z 3 二 4/y 达 6 二 4/4 
0 46=56 = 6, 
' ， ZXZy 一 1 
所 以 um 十 工 一 3 


(2) 取 0=1, 并 限定 |z 一 21<1i,1y 一 直 < 王 1, 则 
十 2 = 一 |z 一 2 十 4| 和 过 jz 一 21 十 4 一 5 
Y s<0, 要 使 不 等 式 
[4z: 十 3y) 一 19|= [142 一 16) 十 3C0y 一 1 
和 4jz 一 2jz 十 2 十 3ly 一 了 | 
< 20(Iz 一 ?1 十 ly 一 1)<s 
成 立 , 只 需 |z 一 21<e/40,|1y 一 1|<e/40, 可 到 0 一 E/40. 于 是 ,Ye 
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全 0 了 一 min{o ,0;) 之 0, 使 得 当 Ix—2|<6, 1y 一 1 [< 时 , 恒 有 


(4z 十 3y) 一 19| < es， 
上 lim (4x + 3y)=19. 


J—*2 


例 3 证明: 限制 在 区 域 D= 二 {C(x,y)||ly| 二 让 ) 内 的 函数 


/(z,y) 二 丕 二 六 在 点 (0,0) 存 在 极限 1( 关 于 DD) 
证 ”区域 DD 如 图 10. 10 所 到 VY e0, 要 使 不 等 式 


Ty | = 于 2 区 
Ty rz’ < 
= 这 < | 一 |r+| 二 (因为 jy| 二?) 
成 立 , 只 需 取 0 一 上 e. 于是,V E 盖 0 0 一 E 盖 0， y 
Y (zyy)ED:Iz|l<6， ivy| < 二 9, 恒 有 
TY] <<e 成立 . 故 
Ty 请 的 汪 AAA 二 
0 “9 + 
lim= 2 yo] (关于 D). si 
证 明 函 数 的 极限 不 存在 则 要 简单 得 多 ， 
一 般 的 方法 是 . 氏 10. 10 


(1) 在 某 种 方式 下 点 (xX,y) 一 (xo,yo) 时 ,函数 极限 不 存在 ; 

(2) 在 两 种 不 同方 式 下 点 (XxX,y) 一 (xo,yo) 时 ,函数 极限 都 存 
在 ,但 不 相等 . 

一 般 采 用 的 趋同 方式 是 ;点 (rx,y) 沿 X= 二 0, 或 y= 二 0, 或 y= 二 kr， 
或 y= 二 x 趋向 于 (xo ,yo). 


例 4 证 明 : 对 于 图 数 上 (zy) 一 
极限 lim (zx,y) 不 存在 . 


y™*0 


2 ,2 


Xiy 十 (zy) 


证 按 y 二 kx 一 (0,0) 方 向 取 极 限 , 得 


. Xik’ 
] ， 一 一 7 
(0. ,TF y) 一 lim rk + zx] — 2) 


“<47。 


当 &=0 时 ,极限 为 堆 ; 当 & 一 1 时 ,极限 为 1. 放 ， lim f(x,y) 不 
存在 . 
例 5 证 明 下 列 极 限 不 存在 : 


1 7’ 
lim (1 )7+y; (2) lim os; 
(1) dm, TZY (rp O00T Ty 


lim Eg 
(roovoo)3Z 十 2 


(3) lim Z yy 十 Zy 十 Zy (4 
(rz,y)—* (0,0) TX 十 Y ， 
证 (1) 取 Xx, 二 1/n,y,= 二 0， 有 


lim ,1 十 X,Y ) ty 一 lim[1 + oF=1; 


《一 《DT NH— oo 
1 ) 
取 .二 n 9 Vn 7 十 1 ,有 
(十 myo5 一 1 1 TY oe 
1 TTY) ty 一 im | 1 一 re 一 e . 
(ry (0.0) > Hr oo n(n 十 1) 


从 而 知 ，limn (1 十 zy)=5 不 存在 . 
(2) 当 点 已 (zy) 沿 YY 0) 时 ,有 
XYy kT 1 RT . 
im ZX 二 yy = lim 3 I 和 天 2 1m X2 十 有 2 0; 
当 点 Plzyy) 沿 y= 二 xX: 一 Po(0,0) 时 ,有 


; = lim 一 


In TY LJ 
(rt0,0) TI 十 入 re0 Z 十 开 2 


从 而 知 lim 2 一 不 存在 . 


(Tp O00 


(3) 当 点 Pl(z,y) 油 y= 二 XT 一 7->Po(0,0) 时 ,有 
Ty++ xy 十 XYy 


lim 
Czy) (0.0) 十 yy 
jim X(T CZ) rr rz)! + r(x 一 工 ) 
(I,y)— (0.0) 工 十 (XT: 一 工 ) 
3 4 4 
， 一 TT 一 工 Of 并 
I—0 NF 


当 点 PCz,y) 沿 y= 二 x 一 Po(0,0) 时 ,有 
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-证 
Jim zy 十 Zy 十 工 y - lim 民工 工 十 工 ~ 
《Ts3J) 一 (DO.0) 十 YY I 人 0 ?x 


从 而 知 ”lim zy 十 zy 十 工 y 不 存在 ， 


(zy)— (0.0) X 十 y 


(4) 当 点 Plzr,y) 沿 y 二 Xx 一 (oo,50) 时 ,有 
Vz] VJz] 1 ._1 


一 lim 一。 一 一 一 一 0， 
3Z 十 2y 


”= 5 Vizl 


一 lm 


-rt 


lim 


Po 


当 点 P(rz,y) 浴 y= 二 一 二 XX 十 


3 
2 
lim 一 一 [xz | 一 lim 一 一 一 Ed 一 
pew 3 六 十 23 oo V 工 | 


|X | 
从 而 知 ”lim ,3Z 十 27 个 人 存在. 


计算 二 元 了 水 数 的 极限 常 利用 一 元 汉 数 求 极限 的 方法 ,如 迫 敛 
性 、 有 界 函 数 与 无 穷 小 量 飞 积 、 有 理化 、 两 个 重要 极限 等 方法 . 如 果 
能 进行 变量 代 换 ,化 为 一 元 车 数 形 式 , 则 洛 必 达 法 则 .无穷 大 的 次 
数 比 等 方法 也 可 以 使 用 . 

例 6 计算 下 列 极限 : 


. 2» 2 2 2 . 1—cos(zr’+y’) 
(1) lim(x 十 y ln(z 二 yy ); (2) ma yy Tr 
_ “十 > 
(3) lim Hy Sn Yety, (4) lm te 
0 (x 二 yy ) 1 Vrty 


解 (1) 令 六 十 y=t; 则 当 z 一 0,y 一 0 时 ,1->0. 
nC 十 yj?lnCx? 十 3) 


yO 
inz LL’ 


一 limzt’lnt = lim lim 一 Ft 一 0. 


1/¢ 0 
(2) lim 1 =—lim 2 rty 
0 《( 工 十 )T [Cz 2 y? )/21 driy: 
1 1 11_，。 
im| 二 1 一 十 
rr 
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(3) 令 VT 二 ==t; 当 zz 一 0,y>0 时 ,1->0. 
,VX 二 ysin vr 二 yy | t — sint 
lim (Z2 十 yy) 四 
Cm lest limsmnt 。1 一 上 
t—0 3 天 :0 I 6 6 
(4) 利用 连续 性 与 极限 运算 法 则 ,有 
]; lIn(zx 二 +e) ln2 
im CO 5 ln2. 


ll Vr 二 yy 1 


Tr? 372 
(1) lim 二 一 一 ; lim zzy?ln(z? 十 3 
(zeC007 i 《2 (rr 人 下 (0,0 y ( 十 y ); 
1 2 
sin(x”y) . Xxy I 
(3) ~ lim Ay 1 
(zy) 一 (0.0) Tr 十 y” . (4) (Cry) (00.00) ZX 十 yy 上. 


lim 


(yo ,ud) 


《5 ) 


昌 
9 


] rt/ (r+y) 


[+ 总 


sin[ (y 十 1) (x 十 y )] 


(6) mn 0) ZX 二 > 
解 (1) 因为 
2 、372 2 、372 
0 < 让 < Dr = 二 |y| >0 
2 372 
成 立 , 所 专 re 
(2) 令 工 二 rcos0,y 二 rsin0, 由 (x,y)- 一 (0,0) 得 7 一 0, 于 是 


lim Ty ln 十 y) 一 limr sin’ 201nr:. 


(ryt00 
由 洛 必 达 法 则 得 limr lnr* 二 0, 而 sin*20 为 有 界 量 ,从 而 
lim 工 y nz 十 y*) 二 0， 


{xay) "(0,0 
03) sin(z?y) sin(XT?y)  _ Xz’y 
(Ir,y)— (0.,0) ZX :十 vy“ (I,y)— (0.0) Ty rty 
2 , 2 
Xiy ] sin(r”y) 
而 — lrI—0 一 一 一 一 
XxX 二 y | “2 | p00) Xiy !， 


*。 2050。 


sin(x’y) 
Ce ZX 十 > 
(4) 因为 者 z 一 十 coyy 一 十 ce 时 ,可 设 z+ 之 0,y 之 0, 则 


故 =0. 


2 2 
I 1 XTy)” 1 » 
0< | ay “十 入 | <| 2 Ea -| 2 上 


所 以 lim | 


(ZJ 一 (oo co 


XYy ” 
起 | -0 
zr/ r+ y) yxy J 
(5) im 1+ | =lim| | 1+ 去 be™, 
Ieo 二 了 XY 


I— Co 


1 1 
面 lm ear- —， lim| 1 十 亏 | 一 6e， 
] rt/(X+y) | 
故 lim | 1 十 总 | 一 6 
(6) lim ty] ty )j 
2 7 


jim [Cy 二 1) C(x! 十 y?)] 
0 (y 十 1) (x 十 y ) 
例 8 证 明 ; 若 x=xo 十 rcos0, y= 二 yo 十 rsin0， 则 lim f (x,y)= 
AGY >0,4 e>0,Y r (0<r<6)Y 0 (0 忒 90 过 27), 有 
| /ze recos0, yo + rsing) 一 A| 二 &. 

证 此 例 事实 上 证 明了 极限 过 程 中 坐标 变换 的 合理 性 . 
必要 性 二 limf(z;y) 王 4, 则 VY £>0,4 6>0,Y (x,y): 
[Iz—zol<6, ly— yl<o, 

且 (zyy) 天 (royyo),， 有 
7 zy) 一 4|1<e, 
设 工 二 Xo 十 rcos0,y 二 yo 十 rsin0, 则 Y 0;0 过 0 二 2x, 有 
| 工 一 zol 一 |rcos0gl 系 rr， |y— yl = Irsin0| 过 ry, 
从 而 Y r:0<7yr<6 和 VY 0:0 委 0 委 2x, 有 


“7 十 1) 一 1。，1 一]. 


"Zo1» 


Itz—Zzxol<6, ly~— yl|<= do, 
有 年 (zx,y) 了 关 (zo,Yo), 得 
|f (zoreos0, yo rsing) — A|<e. 
充分 性 若 Ye>0,3 9>0, 且 Yr:0 委 r 委 9,V 0:0 委 0 过 2x， 
有 
| Crzo 十 rcosby 十 xsinl 一 A| < &. 
设 X= 二 zo 十 rcos0,y 二 yo 十 rsin0, 则 VY 0OEL0,2r] ,有 
[一 zol 委 r， ly— yl7, 


其 中 ”一 W (Z 一 Zo)2 十 (y 一 yo)， 


取 7 二 6/ V2 , 则 Ye>0,7>0 且 V (zx,y), 有 
IX— zo 过 7, |y— yl 过 6 (< 0), 
且 (zyy) 天 (royyo), 于 是 
[zy) 一 4 三 | Jrzo 十 rcos0y 十 7rsing) 一 4 天 es， 
即 limJ (z,y) 一 A. 


yyo 


例 9 若 lim gp(z,y)=4， lm  %(zy) 一 0, 且 在 


TI (TY I (ry 


(xo， yo) 的 邻 域内 | jzyy) 一 PCzyy) | 寺 g (zx,y) 成 立 , 证 明 ， 
im f(x,y)=A. 


(ze (ro :yp 


证 由 题 设 知 Y e>>0,] >0, 使 得 Y (zy): 1x 一 zo| 二 人 6， 
|y 一 yo 之 6, 且 (zx,y) 关 (xo,yo),， 有 
[pz,y) — A <e, {yr,y)—0|<e. 
于 是 ,Y (zx,y):; Ix—zxol<6,|y— yo|<6,H (Cr,y)Aro, yo), 
(f(z,y) — Al |flr,y) 一 Gzryy)| 十 jp(zy) 一 4 
<Vzy) 十 |p(zy) 一 4| <s 十 ss 一 2e， 
即 lim 7 zy) 一 4 


Cry) Typ 
二 、 二 元 函数 的 连续 性 
如 同 极限 问题 一 样 , 二 元 函数 的 连续 性 问题 要 比 一 元 函数 要 
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求 更 高 ,处 理 起 来 也 更 复杂 .但 是 ,一 切 从 基本 概念 出 发 ,熟知 连续 
性 的 定义 和 定理 ,参考 一 元 郴 数 连续 性 问题 的 解决 方法 ,二 元 函数 
连续 性 的 问题 就 不 难 解 决 . 

例 10 求 下 列 函数 的 间断 点 (或 间断 线 ): 


2 
一 义工 2 ll 
(1) ~ yori (2) = sinxsiny ” 
. 1 1 
sm 一 一 一 2_ 本 一 一 一 一 
(3) z=1ln(l—x—y’); (4) z=sin Ty 


解 ”考虑 使 函数 无 意义 的 点 . 

(1) 曲线 y= 二 2z 是 国 数 的 间断 线 . 

《2) 直线 z 一 mr 与 y= 二 nx (2 一 0, 土 ], 士 2,…) 是 函数 的 间 
断 线 . 

(3) 圆周 zx* 十 y= 二 1 是 函数 的 间断 线 . 

(4) 直线 y 一 mr (mx 二 0,1,2,…) 和 x 二 0 是 函数 的 间断 线 . 

例 11 讨论 下 列 函数 的 连续 性 : 


sin (xy) ， 2 
， 十 y 关 0， 
(1) fey" 十 
0 ， Tr 十 y= 二 0; 
过 了 2 2 
| 和 十 y 天 0， 
(2) rw YV 大 十 入 
0， r+y:=0; 
(3) fxsy)=sin VETY; 4) f(z) = 三 
解 (1) 当 工 十 y: 关 0 时 ,函数 f(z,y) 连 续 . 
SIDCZY) Zy SinCzy) _ 
二 ny 人 Ty mT 了 二 


显然 与 有关 . 所 以 函数 f(x,y) 在 点 (0,0) 不 连续 . 
即 申 数 f(x,y) 在 R: 上 除 点 (0,0) 外 都 连续 . 
(2) 当 工 十 yy 了 关 0 时 ,函数 f(x,y) 连 续 , 由 


< v 丈 二 到 ~ 


Ly 
Tr 十 


“L453. 


(Ty) -二 (0.0 


即 函 数 f(x,y) 在 R* 上 连续 . 
(3) vy (xo，yo)ER ,有 
|f (x,y) ~ f(xo, Yo) | 


sin Vx 二 y—sinVzr yl 
< VX 十 yy 十 To 十 yo 
2 


| 


| 


MT NT 
4 


< | /ZF Nr RCV ro) + (y 一 yo0)’, 
则 YY 0 刁 一 上 ), 当 V (Z 一 Zoo) T+ (yy) < 时 ,有 


{f(x,y) 一 rzoyyo)| < e， 
即 蚁 数 f(z,y) 在 点 (zxo,yo) 连 续 , 所 以 f(x,y) 在 R: 土 连续 . 
(4) 明 数 f(x,y) 在 x 十 y 关 0 时 连续 . 
2 2 2 72 2 2 
随 变化 而 变化 ,所 以 f(z,y) 在 点 (0,0) 不 连续 
即 函 数 f(x,y) 在 R* 上 除 点 (0,0) 外 连续 . 


例 12 讨论 以 下 函数 的 连续 性 :; 


“| co 


Xsin (x 一 2y) 
f(x,y) -| 工 一 2 
0 ， Z 一 2y， 
解 ” 当 xr 关 2y 时 ,函数 f(x,y) 连 续 . 
当 zo 王 2yo 天 0 时 , 取 路 径 x 二 2y, 有 
sin(T— 2y0) 


9 工头 2， 


0 
3 一 70 一 072 
而 在 点 (0,0) ,极限 
iim/f (x,y) = limzx SIn (x 一 2Y) 一 0 = f (0,0), 
二 ~ Tr—"0 之 一 ZY 
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从 而 f(x,y) 在 点 (0,0) 连 续 . 
但 xo 关 0, 故 不 等 于 1(0,0), 直 线 2y 二 + 上 除 点 (0,0) 外 的 点 
是 函数 的 间断 点 . 


xy 2 2 
例 13 证明: 函数 ed yy) 
0 ， TX 十 y 二 0 
沿 过 点 (0,0) 的 每 一 条 射线 
X=tcosa, y=itsina (0 < 之 1 之 十 00) 
连续 ， Bhlimf (tcosa, tsina) = f(0,0). 但 国 数 f(z,y) 在 点 (0,0) 不 
连续 . 
证 当 sina= 一 0 时 ,cosa 二 1 或 一 1. 当 t 关 0 时 ,f(tcosa,tsina) 


2 
一 人 一 0, 而 了 (0,0)==0, 帮 limf (icosastsina) 一 (00) 


但 当 点 (xz,y) 沿 曲线 2 0) 时 ,有 


limJ (x,y) = lim i 一方 天/(0,0)， 


4 十 4 二 

从 而 ,本数 f(z,y) 在 点 (0,0) 不 连续 . 

例 14 设 函 数 f(x,y) 在 域 D 内 对 变量 xz 是 连续 的 ,并 对 变 
量 y 满足 李 卜 希 效 条 件 , 即 Y (zx,y'),(《x,y”)ED, 有 

[flrsy)— fr sy ) | Ly — y|, 

其 中 工 为 常数 .证 明 :f(xz,y) 在 D 上 连续 . 

证 VY (zo,yo)ED, 由 于 f(x,y) 对 工 连 续 , 则 f(x,yo) 在 。 
连续 ,VYV ce 二 0,j biCzoyyo) 盖 0, 使 得 当 |z 一 zol|<6 时 ,有 

[f(x,y) — f(xo, yo0) < es/2. 

取 6, 二 e/(2L)0, 则 当 |y 一 yo 过 5 时 ,由 条 件 有 

[f(x,y) ~— fr,y)| SEL)y — yol < Le/(2L) = ef/2. 
故 取 5=min{6,62}, 则 当 |z 一 zo| 二 6,|y 一 yo | 二 6, 上 且 
U((zo;yo);0)CD 时 ,有 

[f(x,y) — fro, yo)| 
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委 |/ zy) 一 Arzyo)l 十 | (x,y0) — fro, yo) | 
< e/2 十 Se/2 = &,) 
即 知 f(x,y) 在 点 (xo,Yo) 连 续 . 由 (zo,yo) 的 任意 性 知 , /f(x,y) 在 
D 上 连续 ， 
例 15 证 明 尤 格 定理 ;车 f(z,y) 分 别 对 于 之 与 y 连续 ,是 对 
于 其 中 一 个 变量 是 单调 的 , 则 f(zx,y) 对 两 个 变量 总 体 是 连续 的 . 
证 由 题 设 ,f(z,y) 对 任意 (zo,yo) 关 于 xz 和 yy 连续 , 则 VY es> 
0, 总 >0, 使 得 当 |z 一 zolj<6 时 ,有 
[f(x,y0) — fx,y)| < e/2. 
特别 地 ,有 |f (zotO, yo) — f(xo, yo) |<e/2, 
|f (zo — S$,y0) — fro, yo)| < /2. 
V s>0, 0, 这 0, 使 得 当 |y 一 yo| 过 6, 时 ,有 
f(xot Oy) — fzxo tO, yo)| < e/2, 
Crzo 一 0y) — flro ~ 6,y0)| < e/2. 

于 是 , 当 |zx 一 zo| 志 ,|y 一 yo| 志 6, 时 ,由 f(z,y) 对 工 的 单调 性 得 
fxsy) ~ flrosy)| Cmax{|f zo — 6b,y) — flro,yo) |, 
|f ze 十 人,y) O— fro,yo)|} < 6. 

在 f(x,y) 对 于 yy 单调 时 间 样 可 证 . 
例 16 证 明 : 若 函数 f(z,y) 在 R 上 连续 , 且 ljimyj zy) 一 


J 


4, 则 畏 数 f(z,y) 在 R* 上 一 致 连续 . 


R’, 当 |z| 宝 T,|y| 宝 TT 时 ,有 |f(zr,y) 一 4A| 过 e. 从 而 ,VY (zi1，y1) 和 和 
(x2,Y2) ,Iz |>T, |r |>T, |y |>T, |y,|>T 时 ,有 
|f (zisy1) — flrs, y,) | 
委 | /zy — AI |f(zs,y) — A| ee= 2¢, 
即 fj (x,y) 在 区 域 D 二 {(zx,y)||z| 之 T,1y| 宇 T} 内 一 致 连续 . 
而 在 有 界 闭 方形 区 域 G={(zx,y)||z!<T 二 +1,1y| 二 TT 十 1} 
*° 2D6。 


内 ,由 于 /zy 连续 ,所 以 一 致 连续 . 即 Y es>0, 0<6G<1 ,对 于 
(T1391) T2312) EG, HB |xr zx) <H, |y— yy:|<H, 有 
[|f (ry) ~ fx,y2) | <. 

这 样 ,V (zl yi) 与 (zy yo) ER ， 只 要 |z 一 zz| <0， [yi1 Oy2 | 

0 ,点 (zi) 与 (zyyz) 一 定 同 在 万 或 G 内 .于 是 
[|f zy ) — fxs,y2) | < 2e， 
即 f(z,y) 在 RR? 上 一 致 连续 . 

例 17 证 明 : 对 于 函数 /f(x,y)==xsin(1/y), 若 y 关 0, 则 
f(z，y) 二 0 的 间断 点 的 集合 不 是 封闭 的 . 

证 ”当天 0 时 ,函数 f(x,y) 在 点 (zxo,yo) 连 续 . 即 在 R* 上 
除 z 轴 外 的 一 切 点 连续 . 又 

OQ jjJGzy) — 1(0,0)| = |f(z,y) | |xr|— 0, 
所 以 , 当 yo 关 0 时 ,f(zx,y) 在 点 (0,0) 也 连续 . 

当 xo 关 0 时 ,对 点 (ro*0) ,极限 limzosin(1/y) 不 存在 . 所 以 , 当 
To 关 0 时 ,f(z,y) 在 点 (zo，0) 不 连续 . 也 就 是 说 ,f(z,y) 的 全 部 不 
连续 点 为 z 轴 上 除 点 (0,0) 外 的 所 有 点 ,但 点 (0,0) 是 不 连续 点 的 
聚 点 而 不 是 间 有 断 点 .从 而 知 f(x,y) 的 不 连续 点 的 集合 不 封闭 . 

例 18 设 函 数 /f(z,y) 在 域 c 委 zx 委 4,5 委 >y 委 B 上 连续 ,函数 
列 p(X) (xn 二 1,2,…) 在 La,A] 上 一 致 收 伍 并 满足 5g (zx) 声 B. 
证 明 :函数 列 F(z)==f(zx,@ (xr)) (2 一 1,2,…) 也 在 |a,4j] 上 一 致 
收敛. 

证 ”由 于 zy) 在 闭 域 < 委 z 委 4,5 过 vB 上 连续 , 故 必 一 
致 连续 , 则 Y s>0, 0>>0, 当 yyYE[L,B] 时 ,只 要 |y 一 交 |<S， 
降 有 | zy 一 zc)1<e. 

又 (Tz) 在 La, 4 上 一 致 收敛 , 故 3j NEN, 当 m>>Nn>>N 
时 ,Y XE [a,A4], 有 |9@,C7x) 9p (zr) |<6. 

由 题 设 ,6 委 PCz) ,oz) 扫 万 , 故 Y ee>>0， NEN, 当 mm>N,n 
生 NN, 且 a 三 XA 时 ,有 

[F(X) — Fr)| = | f(r, Gz)) — fr,p (x))| < e， 
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即 F, (xz) 在 [a,Aj 上 一 致 收敛 . 

例 19 设 f(r,y) 在 域 4 二 zx 二 4 ,5 二 y 二 B 内 连续 , 胃 数 p(x) 
在 区 间 (a,4) 连 续 并 有 属于 区 间 必 ,B) 的 值 . 证明; 函数 F(x) 二 
f[Lzx,p(x)j 在 区 间 (a,A) 内 连续 . 

证 任 取 点 (Czoyyo) 属 于 a<<z<4,p<<y<B, 则 Yes>0, > 
0, 使 得 当 |zx 一 zol<<6,|y 一 yo| 二 6 时 ,有 

|f (x,y) ~ f(xo,y0) | <. 

又 对 上 述 6 二 0,3 7 二 0( 可 取 7 过 9), 使 得 当 |zx 一 zo | 二 7 

(XE (a,A)) 时 ,有 
1PCz) — Fr)|= |y— yl <, 

于 是 IF(T)—F(ro)|=|f(zr, p(x))— fro, p70)) |<e, 
好 F(x) 在 xo 连续 . 由 xo 的 任意 性 知 ,F(zx) 在 区 间 (a,A4) 内 连续 

例 20 设 函 数 f(x,y) 在 域 R(a=X 达 A,b 达 y 二 B) 内 连续 ， 
陋 数 工 二 (uv) 与 y 二 J《u,v) 在 域 R'(a'< 过 u 过 4',b' < 二 vv 二 B') 内 
连 绪 并 有 属于 (a, A) 与 (6,B) 的 值 . 证 明 ; 函数 FF(wu,v) 二 
f(gplusv),y(u,v)) 在 域 R' 内 连续 . 

证 取 足 够 小 的 6 与 7, 使 得 点 的 6 或 7 邻 域 在 所 给 域内 . 

任 取 (zo,yo)ER, 则 Yes>0, 6>>0, 使 得 当 |z 一 zo| 必 0， 
1y 一 yo|<S 时 ,有 

zy) — f(xo,y)| < e. 

由 9lu,v) 与 Jy(wu,v) 的 连续 性 知 ,V 上述 S<0,V 7 盖 0, 使 得 

当 | 一 wo 过 7, |1v 一 vo | 过 7 时 ,有 
Iz— zl<od, ly— yl<=6, 

其 中 To 一 Ptoyzo)， yo=W (wo, vo). 

于 是 ,Ve 之 0,j 56>0, 使 得 当 |z 一 wo| 过 7,1v 一 vo | 过 7 时 ,有 

IF(u,v) OO— Fu, vo) | 

= |f (pao0) Guv)) — fpluosv00) Yu,v0))| < e, 
则 Fw,9) 在 点 (wo,vo) 连 续 . 由 (wo,vo) 的 任意 性 知 ,F(u,v) 在 RR 
内 连续 . 
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第 三 六 ”多 元 昌 数 的 俩 姓 数 与 全 微分 


主要 内 容 


1. 设 范 数 z 二 f(zyy) 在 点 Po(xo,yo) 的 某 邻 域 U(P。,) 内 有 定 
义 ,Y PCrxyy) 二 (zo 十 AT,yo 十 Ay)EU(CP), 若 函数 f(rx,y) 在 PP。 
的 全 增 量 Az 可 表示 为 

Az= f (xo Az,Yyo + Ay) — f(ro, yo) 
= AAz 十 BAy 二 0(p)， 

其 中 A,B 是 仅 与 P。 有 关 的 常数 ,p 二 VAr’ 十 Ay, 则 称 函 数 
/f(x,y) 在 点 Po 可 微 . 

AzyAy 的 线性 图 数 4Az 十 BAy 称 为 函数 在 点 Po 的 全 微分 . 
世 作 dz re 或 df (zs ; 70) 

2， 设 畏 数 f(x,y) 定 义 在 DD 上 , 若 (zxo;yo)ED, 且 jz 让) 在 


ze 的 某 邻 域内 有 定义 , 则 称 极限 lim 《于 全) 一 人 型 ,六 本 
数 /zy) 在 点 (zoyyo) 关 于 工 的 偏 导 数 , 记 作 
f(zo,yo) 或 J 


= 三 
0 


类 似 地 ,定义 极限 
lim f (xo, Yo 十 Ay) 一 f (xo, Yo) 
Ay-—*0 Ay 


为 图 数 .六 zy) 在 点 《zoyyo) 关 于 4 的 偏 导 数 . 
者 申 数 f(z,y) 在 D 上 每 一 点 (zx,y) 都 存在 关于 zx( 或 y) 的 偏 
守 数 , 则 称 联 数 f(z,y) 在 D 上 有 关于 xz( 或 y) 的 偏 导 也 数 , 记 作 


9f 3/ ，、 
f(x,Yy) ,ff,(T,y) ;3z 3y; 阅 记 为 fy. 
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3， 偏 导 数 的 几何 意义 f(xo, yo) 表示 曲面 z 一 上 (zyy) 与 平 


z 一 (zy)， 
面 VY Yo 的 交 线 y=y 在 点 (Zoyyn ,f(xo ,yo)) 的 切线 TT, 的 


斜率 (或 切 线 了 > 与 十 轴 正 问 严 角 oO 的 正切 ). 类 似 地 ,J 了, (zxo, yo) 
=f(z， ) ， 
表示 曲面 < 一/(z,y) 与 平面 + 一 x 的 交 线 | “在 点 


(zo，Yo，J (zo，y0)) 的 切线 了 了, 的 料 率 (或 切线 了 与 y 轴 正 向 夹 角 P 
的 正切 ). 即 
filxzos yo)=tana, f(xo, yo)=tanp. 

4. 可 微 的 必要 条 件 大 函数 f(x,y) 在 其 定义 域内 一 点 
(Czoyyo) 可 向 , 则 范 数 了 在 该 点 的 俩 导数 三 (Czoyyo), 广 (Czoyyo) 都 存 
在 , 且 

df | = fr(Tos yo)AT 十 广 (zoyyo)Ay 
或 dz = 1 (Crzoyyo)dz 十 三 (zoyvyo)dy. 

5. 可 微 的 充分 条 件 ”和 大力 数 f(z,y) 的 偏 导 数 在 U(xo，, yo); 
0) 存 在 , 且 广 与 广 在 点 (zoyyo) 连 续 , 则 函数 了 在 点 (zo,yo) 可 微 . 

6 议 盟 数 f(z,y) 在 U((zo, yo);6) 存 在 偏 导 数 ,(x,y)E€ 
UU((rosy0);0), 则 j 《一 zo 十 0(Cz 一 zo) ,7= yo 二 OCy— yo), 0<h， 
90; 二 1, 使 得 
1 zy) — fxosy0) = f(b,y) ro 0) fro ny — yo). 

7 曲面 z= 二 f(z,y) 在 点 Po(zoyyoy jzoyyo)) 存 在 不 平行 于 > 
轴 的 切 平 面 的 充 要 条 件 是 ,函数 了 在 点 Pu(Czoyyo) 可 微 . 

在 国 数 jz,y) 在 (zoyy) 可 微 , 则 曲面 >=(z,y) 在 点 
(zo ,Yo，20o) 的 切 平面 方程 和 法 线 方 程 分 别 为 

Zzo=f(ro YT To) f(xos yo) Cy — yo), 


+ 0 4 


f :CXo, Yo) 和 f ,xo, Yo) 一 


2L260。 


疑难 解析 


1. 说 了 明 函 数 f(x,y) 在 虞 Polxo,yo) 连 续 与 在 点 PoCzoyyo) 的 
偏 导 数 之 间 的 关系 . 

答 ” 电 数 f(zx,y) 在 点 Po(zo,yo) 连 续 , 则 z= 二 f(x,y) 在 点 
Polzo, Yo) 的 偏 导 数 不 一 定 存 在 .例如 f(x,y) 二 VX 十 在 点 
(0,0) 连 续 , 但 是 
mm /0 —7(0,0) 1 lx) 


TX—0 -x0 


一 上 


不 存在 . 同 理 , 守 也 不 存在 ,这 是 因为 f(x,y) 连 续 不 能 保证 


左 、 右 导数 存在 且 相 等 . 
到 之 ,了 是 数 f(xX,y) 在 点 Po(zo, Yo) 的 偏 导 数 存 在 也 不 能 确定 
尔 数 f(zXyY) 在 点 Po(xzo, Yo) 连续 . 例如 


XY 2 2 
7 | »9 十 天 0， 
fr,y) 7 十 y? z > 


0， ZX 十 y 二 0 
af af 、 
在 点 (0,0) 存 在 偏 导数 元 一 9， 一 0, 但 在 点 (0,0) 不 连 
(0,0) .| co,o) 


续 . 这 是 因为 f,(zo,yo) 只 反映 孙 数 f(r,yo) 在 点 Polxo,yo) 作 为 xz 
的 销 数 在 ze 是 连续 的 ,f,(zo,yo) 只 反映 函数 f(xo,y) 作 为 vy 的 也 
数 在 yo 是 连续 的 . 而 f(x ,yo) 在 zo 连续 与 f(x,,y) 在 ys。 连续 并 无 
必然 联系 ,并 且 f(x,y) 在 点 PoCzoyyo) 连 续 要 求 函数 f(x,y) 在 经 
过 点 Po(Czoy,yo) 的 任何 方向 上 连续 ,这 是 偏 导数 存在 不 能 保证 的 . 

但 是 函数 f(x,y) 在 (zo,yo) 可 微 时 ,由 定义 p= WA 十 Ay 
一 0, 保 证 f(x,y) 在 点 Po(xo,yo) 连 续 . 

2. 说 朋 遂 数 f(z,y) 在 点 Po(xo, yo) 可 微 与 篇 导 数 存 在 之 间 
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答 符 国 数 f(x,y) 在 点 PoCxo;y0o) 可 微 , 则 f(x,y) 在 后 
(xzoyyo) 的 俩 导数 必 存 在 . 因为 f(x,y 在 点 《xo, yo) 偏 导数 存在 是 
f(z,y) 在 点 Pokzoyo) 可 微 的 必要 条 件 , 且 

dy/ | (rn)》 一 三 (rzoyyo)dz 十 六 (zs ,yo )Qdy。 


但 反 过 来 不 一 定 成 立 ; 例 如 ,f(z,y)= 二 Y [xy | ,在 点 (0,0) 有 
of 9 


芒 一 0, 但 f(x,y) 在 点 (0,0) 不 可 微 . 因为 若 按 上 式 , 有 
dj oo 一 0.dz 十 0.dy 一 0. 
而 Af = /0 十 Az;0 十 Ay) 一 0o,0) = w AzAy| ， 


当 取 Az 二 Ay 时 ,Af==|Az|,p 二 V (Az)? 十 (Ay)? 二 V2|Ax|, 故 
. Af—df .. IAx| _ 1 
lim lim ValAr VF” 
从 而 ,AJf 与 Pp 为 同 阶 无 穷 小 ,与 可 微 性 定义 相 予 盾 . 因此 ,f(z,y) 
= V1zxy[ 在 点 (0,0) 不 可 微 . 
在 函 数 f(x,y) 在 点 Po(Czo,yo) 的 某 邻 域内 偏 导 数 存 在 , 且 偏 
于 数 在 点 Po(zoyyo) 连 续 , 则 函数 在 点 Pu(zoyy) 可 微 . 但 偏 导 数 
在 点 Pu(Czo,yo) 连 续 不 是 函数 可 微 的 必要 条 件 . 
二 元 昌 数 jz,y) 在 点 Po(xo,yo) 的 可 微 、 连 续 、 极 限 与 偏 导 数 
存在 之 间 有 如 下 关系 . 


ox 


极限 存在 
~ 六 -一 


偏 导数 连续 一 < 一 可 微 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


在 计算 晴 数 在 其 一 点 的 偏 导数 或 区 域 上 的 偏 导 函 数 时 ,可 以 
利用 一 元 函数 的 求 导 法 则 ,只 要 牢记 只 有 一 个 变量 在 变 ,而 把 其 余 
变量 视 作 常数 就 行 . 也 可 以 利用 全 微分 的 形式 不 变性 求 偏 导数 , 即 
求 出 全 微分 时 同时 得 到 几 个 偏 导数 .这样 不 仅 简捷 方便 ,而 且 在 计 
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算 中 还 不 必 区 别 自 变量 与 中 间 变 量 , 避 免 出 错 
东江 数 在 个 别 孤 立 点 有 定义 但 不 知 偏 导 数 是 否 存 在 ,更 不 知 
偏 导 函数 在 该 点 是 否 连 续 , 则 必须 依 定义 来 讨论 函数 在 该 点 的 偏 
导数 ， 
例 1 设 函 数 


2 2 
/ew -1 Ty )sin yy 到 二 7 7 TY 0 


0， 22 十 内 一 0， 
讨论 f(z,y) 在 点 (0,0):;(1) 偏 导数 是 否 存在 ; (2) 偏 导数 是 否 连 
续 ;(3) 是 否 可 微 . 
解 (1) 由 定义 知 
f.(0,0)=lim {£0 100) im TaN/ ) 


一 是 


一口 ， 
f.00,0) =lim 太 0 力 一 大 0,0) in YSin(l/y’) 
了 3 0 Yy y 


yD 


一 0、 
所 以 f(x,y) 在 点 (0,0) 偏 导数 存在 . 
(2) 因为 当 x 十 y 关 0 时 ， A 


in— 1 1 .2: ,2 
ty 7 0 天 | Tz: 十 y: 关 0， 
六 
0， Xx 二 y= 二 0， 


1 1 2 2 
Y 一 上 TX 二 yy 2 十 yi 工 ”十 地 | 工 二 天 0， 
0， Xx 二 y= 二 0. 


而 lim 引 与 jim2 不 存在 , 故 偏 导数 在 点 (0,0) 不 连续 


y 0 


， ] 
2 2 汪汪 时 
(3) Az=[ (Axr)’: 二 + (Ay)’ jsin [ZI 


lim Az 一 [f;(0,0)Axz 十 /,(0,0)Ay] _ lim psin 二 ~— 0, 
PO V(Az) + (Ay)’ Pp*0 PF 
所 以 f(z,y) 在 点 (0,0) 可 微 , 且 全 微分 dz 一 0. 
本 例 说 明 在 二 元 衣 数 的 不 连续 点 函数 仍 可 能 可 微 . 偏 导数 连 
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续 是 可 微 的 充分 条 件 ,而 不 是 充 要 条 件 . 


例 2 证 明 :f(z,6) 一 -C[f(z,5)] 
证 “ 依 定义 知 


lim f(z 十 Az,y) 一 A | 


f(x,0) 一 人 了 


d 。 3 轴 9 
而 [f(x,6)] _ lim s+ hr 一 了 人 
因 为 2》 与 人 AT 无 关 , 所 以 
[lim f(z + Axr,y) 二 


六 让 AT y=# 
_i: f(z Ar,y) 一 zyy) 
一 lim | Ey | 


_ 二 f(x Ar,b) OO— fr,2) 
= lim Az ， 


Eh f(xX,0) = 二 c [rcz， b) |]. 


ArT—0 


2 
例 3 (1) re 下 Ty 
0， Xx’ 十 y: 二 0， 
求 f1(0,0), fx,0) (Zz 天 0)， 广 (0,y) (y 关 0); 


TXT 十 y 关 0 ? 


_ 2 1 .2 
(2) /ew 二 十 y 天 0， 


0， Z 十 光一 0， 

求 f(z,Yy) ,fy (X,Yy) ,f/f.(0,0) ,ff ,0,0)., 
解 由 于 点 (0,0) 是 分 段 函 数 分 界 点 , 故 需 依 定义 求解 . 
0D Fo-im LOF Az0)— /C00) 


当 zx 关 0 时 ,f(x,0)== lim 请 z 十 Az,0) 一 (0,0) 0 
Ar-*0 AXx . 


当 y 关 0 时 ,fC0,y)= lim tA HD 
(2) 当 去 十 y: 关 0 时 ,应 用 求 导 公 式 , 得 
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二 0， 


1j (zyy) 一 THY)Y— Ty"*27 yy XYy 
bs 9 


Cz? + yy? Cr 
yr ry*2y Ty 
fr,y) 一 (xz: 十 yy)? (x?: 十 人 221 


当 妆 十 光一 0 时 , 依 定 义 得 


f.(010) = lim /0+ 70) — fC0,0) -0 


” Ay-*0 AYy 


例 4 求 下 列 函 数 的 偶 导 数 : 


(1) z=arcsin 


有 (2) = 一 arctan >; 
wz 十 好 了 一 
(3) z= (1 十 zy)’; (4) > 一 In(z 十 YX + y); 
(5) u=xze rt), (6) 二 之 十 之 一 之 
解 


er 


(1) 
[I 
( ): 


ee 呈 上 一 | 一 下 | 人 十 了 
VT +y (VT ty) 
xy 
1 十 了 
空 - Z 十 | (z+ (rT 
(2) 他 + | | Er 


空 _ Ty rT 二) 
9y +s 2 (Z 一 3) Ty 


(3) 对 z= 二 (十 xy)” 两 边 取 对 数 , 得 
lInz = zxin(l + zxy), 


两 边 分 别 对 z 求 导 , 得 二， 完 一 In(1 十 zy) 十 zT 记 二 ， 故 
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= + xy) lInd + zy) + |， 


de TI—1 2 工 一 外 
一 二 X( 十 TXy)”1。X 一 X(1 十 XYy)” 1 
9y 
(4) 空 一 | 二 | 一- 
Ax xz 十 和 十 及 2 元“ 十 入 ZE 十 
“1 
WY z+ vri+y 2 vrity 
— -> 
Vr 十 y(rz+ vr ty’) 
du sin( yz) 
(5) 区 一 ze ， 
Re sin(yzs) 2 _ sin(yz) 
-一 Ze COS(YZ) 2 = TZ EY cos(yz), 
9y 
和 一 esin(32) 十 XZe" HCOs (yz) 。 了 
一 ze | ] 十 和 后 的 琴 汪 和 
uy_1l1 uk_l zz 9_ 1 工 
C6) 9r Xx zx’ dy Xx y’ 十 雹 ， 
例 5 利用 对 称 性 , 求 下 列 范 数 的 偏 导数 ， 
(1) z= x y’; (2) u=ln(zr’yz’), rx>0,y>0,2>0; 
C4 ye 2 
(3) z= (x y)e ny ,， (4) xz 一 并 y pengch 


解 函数 的 对 称 性 是 指 函 数 的 任意 两 个 自 变 量 交换 位 置 后 函 
数 不 变 的 性 质 ,如 xz 一 zzarctan(z/y) 十 yzarctan(y/z) 就 是 如 此 . 
对 称 性 可 以 使 计算 变 得 简便 . 有些 消 数 虽然 不 是 对 称 函 数 , 但 利用 
轮换 对 称 或 对 换 , 也 能 得 到 对 称 性 的 效果 . 
(1) 等 式 两 边 取 对 数 ,得 
jnz = ylnz + zlny, 


两 边 再 对 工 求 导 ， 得 一 二 十 lny， 故 
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ce 


一 >| 之 一 yz| 2 
z 2 A 


ax 
Ke 
2 
= yy )y 
-一 工 一 儿 十 27 ye 二 十 
ZJ 
4 4 3 -2 .2 
依 对 称 性 得 yt 
»》 XYy 
(3) 2 一 jn(y 2 ) 一 ynz 十 zlny 十 zlnz 不 是 三 元 对 称 函 数 ， 


TY 之 
但 在 变换 |y YY 1 
y zz ZX 
多 元 了 梢 数 积分 学 中 常见 ). 可 对 任 一 变量 的 结果 进行 字母 (变量 ) 的 
轮换 得 到 和 需要 的 结果 ， 


下 ,也 数 不 变 , 称 为 三 元 轮换 对 称 酒 数 (在 


-一 十 lnz 
Ax 
利用 变换 轮换 变量 ,得 
WM 之 di 。 工 
yt in, pp ~ 十 lny. 


(4) z 不 是 工 和 y 的 对 称 哨 数 ,但 由 

ph XO—y 
zy “Yr y 

可 知 , 当 zy 互 换 后 所 得 函数 与 原来 函数 只 相差 一 个 负 号 , 即 
(f(x,y))= 二 一 f(y,X). 故 


[f(x,y)]= 一 区 [一 J (X,Y)j」 一 一 Lf Cy,7)] 


2 


之 二 XY 一 


RR_ 2y (TY) 27y “2y 
因为 a7 2 (zx? 十 y)? 
.267 。 


2y’ (TO— y) 


一 y 十 (z2 y): 》 
Re 2z3(z2 一 y’) 
WT 
例 | 0 设 二 sinx 十 plsinzx 十 cosy), 其 中 2 为 可 导 羡 数 , 且 妆 


ou ci 
一 0 时， 一 si1n2， 求 芋 一 
Z 一 0 时 ,一 sin 》，, 求 到 ,下 


解 ” 先 求 g(t) 的 表达 式 . 因为 Xz= 二 0 时 ,x 一 sin y， 即 


u = DCcosy) 一 Sin2y = 1 — cos’y, 


所 以 p(t)=1— ft,， 
Plsinz 十 cosy) = 1 — (sinz + cosy)’, 
从 而 2U 一 SinZ 芝 十 1 一 (sinZ 十 cosy)’, 
于 是 学 一 COSZ 一 2(sinz 十 COsy)cosz, 
We 2(sinx 十 coOsy)siny. 
9y 
例 7 求 下 列 图 数 的 但 导数 ， 
TI 
(1) wu= 7x; (2) xz 一 三 | ， 
» 


解 ” 先 求全 微分 ,再 求 偏 导数 . 
(1) 两 边 取 对 数 , 得 lnu 二 yzlnzx ,再 求 微 分 ,得 


du 一 一 dz 十 zjnzdy 十 ylnzdz， 


印 du 一 z”| dz 十 zlnzdy 十 ylnzdz | ， 
人 NM ——— yr 4 de -一 Jy Wu = 一 TY 
得 区 一 及 一 Xx”zlnzx 一 ylnzx. 


(2) 两 边 取 对 数 ,得 
Inu = ln = = dnz ~ lny), 
Zz 多 之 


两 边 求 微分 ,得 
“268 。 


1dz 一 之 dz 十 工 |ja 工 1 dy 一 Bln 三 ds 

a 5 
即 du 一 三 | [ 宕 dz+ 芝 m 芝 一 1jdy 一 六 nm 二 dz| 
| 


例 8 计算 下 列 偏 导数 : 

(1) z=x: 二 《y:—1)tan Vx/y,;, 求 z, (x,1); 
_ CoOs(X—2y) . x 

(2) < 一 coSCETy) , 求 z,| Ti， 了 |: 

解 (1) 先 求 偏 导 消 数 , 再 求 偏 导 数值 . 


| 1 1 
z ,一 2T 十 (yO— 1)sec’ 和 二. 
y Vy 2VT 
y 一 1 2 + 
一 27 十 sec* | 一 ， 
2 YY >》 
则 zZ-(T,1) 一 2X， 


(2) 先 求 一 元 函数 f(x,y) 和 广 Cr,y)， 得 


COS(A — 2Yy) _ Cos2y 


fj (x,y) 一 oe 2 一 Sos2y, 
fr,y) = — sn2y0sy 十 cos2ysiny 
COS y 
则 zy,( T,X/4) 一 一 2 2. 


计算 函数 的 全 微分 ,可 以 用 先 求 各 个 仿 导 数 后 组 合 的 方法 ,也 
可 以 由 一 阶 微分 的 形式 不 变性 直接 求 出 . 
例 9 求 下 列 函 数 的 全 微分 : 
(1) z=Zzxln (xy); (2) z 二 ycos (XxX 一 2y) 在 点 (7T,T/4); 
(3) 2 一 Ze 十 e :十 y 在 点 (1 ,2,1). 
。 209。 


4 RR_ 工 
解 (1) 3c ly) 1= ln(ery) ,3 y' 改 


dz 一 ln(exry)dzx 十 本 dy 


az _ 
dy 
2 Tt dz Tt 


C4 _ 丰 奖 
Hs) 4 OI(rx) 


(2) = ysin(z—2y), cos (并 一 2y) 十 2ysin(z 一 2y)， 


故 dz | (x) 一 本 (dz 十 2dy). 


(3) Se, 时 =zze” 十] rye” er, 
dz 二 edz 十 《zze 十 1)dy 十 (xye”* 一 e ’:)dz, 
夏 dz|y 二 er:dz 十 (e? 十 1)dy 十 (2e? 一 edz. 
当 求 空间 曲面 的 切 乎 面 与 法 线 方程 时 , 若 曲面 由 显 式 方 程 给 
出 , 则 只 需求 出 各 个 偏 导 数 ,然后 依 公式 代 人 即 可 . 
例 10 求 椭 球面 x: 十 2y: 十 z: 二 1 上 平行 于 平面 zx 一 y 十 2z 一 
0 的 切 平 面 方程 . 


解 令 一 嫩 十 202 十 菩 一 1, 则 于 一 2r, 采 一 4y， 末 一 2=, 故 平 
面 法 问 量 n 二 (2x,4y,2z). 
而 已 知 平 面 法 四 量 为 1, 一 1,2) ,由 平行 关系 得 


2X 4y 2 ] 
1 一 1 2” 2° 4 
代入 椭 球 面 方程 得 


(z/2) ?十 2( 一 z/4)* 十 z*=1. 


和 一 /2 上 + /2 一 二 /2 
解 得 > 一 十 2 ]1， Z 一 十 11， y 二 十 了 11° 


所 求 切 平面 方程 为 


[zl_ [1 fz ra| sl=0 
2 2 ?二 了 2 zx 二 “AM 


。 2D70 。 


有 TT 一 y 二 2z 二 十 v11/2. 
例 11 在 曲面 > 一 zy 上 求 一 点 ,使 得 在 这 点 的 法 线 垂 直 于 平 
面 zx 十 2y 十 z 十 9 一 0, 求 法 线 方程 . 


解 “ 令 zx 一 zy 一 z, 则 至 一 y, 天 一 z, 汪 一 一 1. 于 是 平面 法 向 量 
ly 2 
n={y,7x,—1). 
而 已 知 平 面 法 回 量 为 ‘(1,3,1}, 与 nn 平行 .由 
3 y=-1l, :=zy=3, 


所 求 上 为 P( 一 3, 一 1,3), 法 线 方程 为 
工 十 3 _y 十 1 之 一 3 
l 3 ] | 
例 12 设 f(x,y) 在 域 D 内 有 一 阶 连续 偏 导 数 , 且 恒 有 f= 
/; 二 0, 证 明 ;f 是 DD 内 常数 孙 数 . 
证 ”由 题 设 知 ,f(x,y) 在 DD 内 可 微 , 则 
df 一 /dz 十 /dy = 0 全 了 一 c( 常 数 )， 
放 Y (xz,y)ED,f(r,y)= 二 c( 常 数 ). 
例 13 证 明 : 若 在 域 D 上 ,f(x,y)( 对 每 一 个 固定 的 y) 对 x 
连续 , 且 对 y 的 偏 导 数 有 界 , 则 f(x,y) 在 D 上 连续 . 
证 任 取 (zxo,yo)ED, 由 f(x,y) 对 工 连 续 知 ,VY e 守 0,3 人 > 
0, 当 |zx 一 zo| 过 6 时 ,有 
[f(x,yo) 一 fro,yo0)| < s/2. 
义 由 拉 烙 并 日 中 值 定理 知 
|f (zx,y) 一 f (Xxo, Yo) | 一 [fy (XE)(y 一 y)| 委 Ml> 一 yo | ， 
其 中 和 位 于 y 与 % 之 间 ,| 刀 | 委 M 
取信 二 min [9,50 和 寺 订 |， 当 1z 一 zo1 < |y 一 yo 过时 ,有 
[f(x,y) — fro, yo) | 


|f(r,y) — fryyo) | 十 zy) — fro, yo) | 
MIy— yl| + /2 < 


"ZIl， 


好 f(z,y) 在 点 (zo,Yo) 连 续 . 由 (zo,yo) 的 任意 性 知 ,f(z,y) 在 D 
内 连续 . 

例 14 证 明 : 若 f(x,y) 与 f,(z,y) 在 矩形 域 D 有 界 , 则 孙 数 
f(z,y) 在 DD 内 一 致 有 界 . 

证 因为 f(x,y) 与 f(x,y) 在 DD 有 界 , 即 VY (zx,y)E€D， 
j M0, 有 |f(z,y)| 奔 M 与 1|f,(z,y)| 声 MM. 因而 YV Piz,y1)， 
P(Xx2,y2)ED, 有 Q(zz,y1). Ye 之 0, 使 得 

CPP ~ f(P2)| = [fry) — fr, y2) | 

Sfr yi) OO— fr yi) | 二 |f Cri,y) — f(x, y;) | 

= [fCE,y) 1 |x Om zal |f,Cr2s nD) | |yi Oo y,| 

< M|zi— zx,| + Mily.— y:| 2M|P,—P,| < 5， 
其 中 在 zi,Xi 之 间 ,7 在 yi,y;i 之 间 . 取 6 二 e/(2M)>>0, 于 是 ,VY 
>0,3j 0 一 e/(2M)>>0, 使 得 V Pi,P,;ED:|Pi 一 P;|< 二 6, 有 上 面 的 
不 等 式 成 立 , 即 /f(x,y) 在 DD 内 一 臻 连续 . 


第 四 节 复合 函数 微分 法 与 方向 导数 


主要 内 容 


一 、 复 合 函 数 微 分 法 

设 消 数 工 二 gls,t),y 二 gls,t) 定 义 在 sot 平面 的 区 域 DD 上 , 函 
数 z= 二 f(r,y) 定 义 在 xoy 平面 的 区 域 D| 上 , 且 

(zy) r= G1) ,yy = ps,t) ,Cs,t) € D} CD,, 

则 函数 z==FCs,2)==f[gls,t) ,ybs,t)],(s,t)ED 是 以 z= f(x,y) 
为 外 好 数 ,z= 二 pls ,1) ,y= 二 J(s,t) 为 内 函数 的 复合 函数 . 

1, 定理 着 孙 数 一 gls,1),y 二 J(s,t) 在 点 (5,1)ED 可 微 ,z 
一 /zy) 在 点 (zy) 一 [Lp(t), ut)] 可 微 , 则 复合 函数 > 一 
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fLgls,1) ,gls,t) jj 在 点 (3,t) 可 微 , 它 关 于 s 与 1 的 偏 导数 分 别 为 
EE Rar Hay KR RA aay 


bg OO kd odio. Ts 


$ A WE’ dd Ma Wa 
2. 车 z= 二 f(r,y) 可 微 , 则 dz 一 区 dz 十 区 dy 
一 用 LOCs sf) ;G2) jj 可 微 , 则 
dz 二 他 ds 十 空 di 


| 由 大 下 由 
(六 天守]d 十 | 于 到 十 2 |e 
OX or de | 9y ay ,, 

ds 十 字 | 十 关 | 安 ds 十 旦 dz| 


因而 又 有 人 
二 、 方 向 导数 与 梯度 
1. 议 曙 数 f(z,y,z) 在 点 Po《xo,yo;zo) 的 某 邻 域 U(CP,) CR 
内 有 定义 ./ 为 从 点 Po 出 发 的 射线 ,天 (yyZ) 为 I 上 是 含 于 UC(P,) 
内 的 任 一 点 ,以 2 表示 己 与 已 , 问 的 距离 .车 极 限 


lim 天 = lim 人 
仓 在 , 则 称 比 极 跟 为 函数 f 在 点 P。 沿 方向 1 的 方向 导数 , 记 作 


Y ? fCP,), fi(xo, Yo, To). 


2. 者 函 数 f 在 点 Po《zo,yo,z6o) 可 微 , 则 在 点 Po 沿 任 一 方 

癌 7 的 方向 导数 都 存在 , 且 
fiPo) = fCPo)cosa +t f,(Po)cosh + f.(Po)cosy, 

其 中 cosa,cosB,cos7Y 是 方向 /的 方向 余弦. 

3. 在 表 数 f(z,y,z) 在 点 Po(zx,y,z) 存 在 对 各 自 变量 的 偏 导 
数 , 则 称 向 量 ( 广 (Po) , 广 CP,), 广 CP。)) 为 函数 了 在 点 P。 的 梯度 ， 
记 作 

gradf = (f,(Po),f,(Po),f,(P,)), 


器 量 grady 的 模 ( 长 度 ) 为 


lgradf | = Vf(Po) + f, (Po) + f.(Po)’. 


疑难 解析 


1， 怎 样 用 复合 函数 求 导 法 则 求 导 数 ? 
答 ” 多 元 复合 函数 的 求 导 ,关键 是 分 析 复合 关系 , 即 应 搞 清 楚 
.一 “有 几 个 复合 层次 , 几 个 中 间 变 量 ,中 间 变 量 又 是 几 元 
| < 函数 . 为 了 清晰 明了 地 表示 这 些 关 系 ,最 好 画 出 “ 树 
形 图 ”, 例 如 = 一 zy 十 ZE(x),x 一 yz 则 其 树 形 图 如 
图 10. 11 所 示 。 然 后 利用 树 形 图 , 按 链 式 法 则 求 导 即 


10. 11 


可 . 

注意 ”者 中 间 变 量 是 一 元 函数 , 则 求 得 的 导数 称 为 全 导数 , 否 
则 称 为 偏 导数 . 

2. 二 元 项 数 f(x,y) 在 点 Pu(Czoyyo) 沿 任 一 方向 ! 的 方向 导数 
存在 、 可 微 、 连 续 之 间 有 什么 关系 ? 

答 二 元 函数 f(x,y) 在 点 Po (zo, mw) 可 微 是 三 在 点 
foCzoy3yo) 泊 任 一 方向 7 的 方向 导数 存在 的 充分 条 件 , 而 不 是 必要 
条 件 . 例如 
1，0<y 所 2 一 co 所 过 所 十 co， 

0， 其 它 
在 点 (0,0) 不 连续 也 不 可 微 . 但 在 从 原点 出 发 的 任何 射线 上 都 存在 
包含 原点 的 充分 小 一 段 , 使 得 f=0, 故 在 原点 沿 任何 方向 1 的 方 


向 导数 都 存 在 , 且 为 台 | 一 0. 可 见 ,f(z,y) 在 点 《zo,yo) 可 微 和 


连续 都 不 是 方向 导数 存在 的 必要 条 件 . 
夺 f(x,y) 在 点 Po《zxo,yo) 沿 任何 方向 1 的 方向 导数 存在 , 则 
在 点 PolXxo,y0o) 处 偏 导 数 存在 . 
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f(x,y) -一 | 


3， 函数 f(x,y) 在 点 PCzoyyo) 的 梯度 与 在 该 点 的 方向 导数 
有 何 关 系 ? 

答 因为 梯度 gradf= 二 (f/f,(P。,),f,(Po)), 而 分 量 f, (Po)， 
fy(Po) 是 1 沿 z 轴 和 y 轴 方 向 的 方 同 导数 .梯度 的 模 |gradJj|= 


V fA(Po)? 十 f,(Po)? 也 与 f 沿 xz 轴 和 yy 轴 方 向 的 方向 导数 有 关 . 
若 记 ,== (cosa,cosB,cos7), 则 
fiCPo) = gradf (Po) .1 = |grad 太 cosb. 

其 中 0 是 梯度 问 量 gradf(P,) 与 1 的 夹 角 , 当 9 二 0 时 ,cos0 一 1， 
fi(Po) 取 最 大 值 ,最 大 值 为 |gradf (Po)1. 因此 ,了 在 点 Po 可 微 时 ， 
了 在 上 Po 的 梯度 方向 是 f 增长 最 快 的 方向 ; 沿 这 一 方向 的 变化 率 
号 是 柳 度 的 模 . 而 上 与 梯度 向 量 方向 相反 时 ,方向 导数 取得 最 小 
值 ,最 小 值 为 一 |gradf(P。)|. 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 多 元 复合 水 数 求 导 与 全 微分 

多 元 复合 图 数 求 导 , 首 先 要 弄 清 复合 关系 ,然后 要 正确 运用 链 
式 法 则 . 

例 1 求 下 列 函 数 的 全 导数 ; 

(1) z 二 wv 二 sint yu 二 e' ,vy 二 cost, 求 dz/dzi; 

(2) z=arcsin(x—y) ,X= 二 3t,y 二 4f, 求 dz/di; 

(3) z=f (x,y) ,T=t 十 sint, y= p(t) ， 求 dz/dt. 

解 此 例 中 间 变 量 都 是 上 的 一 元 函数 ,所 以 是 求全 导数 . 

(1) 复合 关系 如 图 10. 


dz ddu KWdv ， ， . 
J7 = 于 全 十 至 叶 十 到 一 Cost。e — esint -二 sint., 


(2) 复合 关系 如 图 10. 12(b) 所 示 , 故 


dz az dz Rdy 
dt ardt 9y dt 
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3 127° 


人 
i 


Vl— (zr— yy) V1l— (zo— y) 


_ 34 4z) 
/AIG yr 
(3) 复合 关系 如 图 10. 12(b) 所 示 , 故 
dz 9f dr ,93/ dy 


dt ar dt 9y dt 
一 三 (zy)(1 一 cost) + fry) 9 (0)， 


.全 和 .一 个 
入, pd 


(a) (b) 
图 10. 12 


例 2 设 画 数 f(z,y) 存 在 一 阶 连续 偏 导 数 , 且 f (1,1)=1， 
fC01,1)=a, fs(1,1)=b. 0 pz) 一 Fiz [zzz)]). 求 PC1) 
和 gp (1])， 

解 pg(1)==f{1,fL1,7(1,1)]}=f{1,f(1,1)}=f(1,1)=1. 
由 P(x) 一 三 (zjLzy jz z)]) 

+ fo(rs thr, zz)j]) (ELzFGzz) | 
二 fx, fr zr) LPGzz) 十 万 (rz)])， 
故 PC)= 记 (1) 十 .GDLLAG 1 十 户 :(1) 1 
“ [ 户 (1,1) + fi(1,1))) 
一 4 十 pa 十 pa 十 b)] 一 4 十 ap 十 ap 十 局 


2 水 空空. 
例 3 (1) > 一 zz 一 oz;z XC0Sy,v 王 Tsiny, 求 和 ,55 
tin _ 上 了 灾 ， 
(2) z 一 eslinmy zx 一 yy 也 Z 十 》 求 于 ， 鸭 
一 - In We 十 2 » arctan(u/v) S dz dz 
(3) 之 ' 求 二 ， Fh 
解 《1) 复合 关系 如 图 10. 13(a) 所 示 , 故 
276* 


= (2uv ~ vcosy + (wu — 2vu)siny 


一 3x’cosysiny(cosy 一 siny), 


= (2uv — vi)(— ZsIny) 十 (一 2vu) rcosy 


一 一 2x"sinycosy(siny 十 cosy) + x (cos'y + sin’y). 


> > fe 
人 关 ， 玉 ,XX，. 
( (b) 


a) 


10. 13 


(2) 复合 关系 如 图 10. 13(a) 所 示 , 故 
gz de du Rd 
下 证 克 下 
一 e?|ysin(xX 十 y) 十 cos(x 十 y)]， 
人 尼 _- 宅 儿 ， 安 多 
Hy Nay WD 
一 e?| zsin(z 二 y) 十 cos(X 十 y)1. 
(3) 设 z=ln Vu 十 如,y 二 arctan(w/v), 则 z= 二 e? 成 为 复合 机 
数 , 复 合 关 系 如 图 10.13(b) 所 示 , 故 
RK RU, oy 


Do HE 


WM rm dy 


uw 1 1 
-一 e 9 Ts 十 TRY 一 
”wv 1] 二 (uwu/v): vw 
in Vu? tv? -arctan(u/v) 。 uarctan(u/v) + vln vu vv’ 


uv 


“SINY 十 e*COSYVU 


一 Ze"slnz 二 e“COST 


< 一 © 


”277， 


zy 4 zy _ ~ 
I 十 让 txe ] (w/v): 
in M4 varetan Cu/o) varctan(w/v) 一 zin vu +v 
u 十 让 
对 于 抽象 函数 形式 的 复合 函数 ,一 定 要 认真 分 析 复 合 关系 和 步 
又 . 为 简单 起 见 ,一般 以 下 标 来 标记 中 间 变 量 的 顺序 关系 ,以免 出 错 . 


-一 CC 


例 4 设 z=Flu,vyrw) ,v=f(u,r) ,T=g(u,w), 求全 ， 字 


解 复合 关系 如 图 10. 14 所 示 , 故 
A ge _ Fdu | YE 


WW 
aa aF af og 
图 10. 14 AR WN WarNM’ 
RR_RIY MI RRA ,PF 
mw Warmwl Wo WA MW 


例 5 设 u=f(r,y,z),9p(x’:,e’Y,z) 二 0,y 二 sinx, 其 中 和 


?各 有 一 了 和 统 信 导 数 , 且 和 一 0 来 


af 9fdy ardz dy 
解 因为 人 = 1 ydr 1 wd 实 一 cosz, 而 条 要 由 隐 函 数 


方程 解 出 . 对 PC ;€7 ZJ) 一 (0 求 异 ,得 


dz 
f 本 和 y f 1 一 一 
由 * ZI ey 二 区 二 0， 


。 dz 27zx9 十 e? 迪 "cosz 
即 得 dz 
dx 9f af 2z1 + ep'coszx Dj 


例 6 人 
(1) = 一 if(Czy， 二 ) ， , 求 完 , 于 元 
(2) rc it 二 J(zX,y), 其 中 f ,pg 有 一 阶 连 
续 偏 导 数 ,可 导 , 求 蛇 , 怨 ， 
. 278 。 


4 du 
(3) 二 f(z yxy yxyz), 求 字 ， 3 了 


(4) z= fryuv) uur yy) 一 VCZyYy 0) 


解 ” 用 乘积 及 复合 导数 求 导 法 则 求解 . 


2 7z!1 NM 
~， ， ~ 下 y 
(a) (b) 
] -一 工 
Wi , p> , pa > 
~、 | DR 
《c ) (d) 
10. 15 


(1) 复合 关系 如 图 10. 15(a) 所 示 , 故 


ff * 工 十 Xf =f 十 Xf»， 
gy 


f+ rf y+ zf | — 妆 
A 并 
= 37:f + ziy 太 一 Zyj2， 


(2) 复合 关系 如 图 10. 15(b) 所 示 , 改 
mu ar ariz a _d dy 


~ __ op! ,yp!, 

并 一半 十 克 训 对 少 
mu _ | 灾 oe 化 -二 oY 1 
ay ”ay 了 3 1 + + 


(3) 各 公关 系 如 10. sc 所 导报 
= fi 十 f,'y 十 ff; yz， 
村 利 


cz 
(4) 复合 关系 如 图 10. 15(d) 所 示 , 故 


cu 
2 一 fxt fyrz, 一 fry. 
4 


* 219。 


ge af af | iW WU 


ar ax Ou Ax ax 9Z 
兰 一 纪 + 引 [ 旬 二 到 | 
ay ay aay 各 ayj| 


例 7 证 明 : 


(1) z=arctan 二 > > 苹 亡 程 x 至 十 y 茜 EN Sin27 的 一 个 解 ; 


govz 


(2) ,yep w= 芝 ,PD 可 导 , 满 是 广 Z 十》 3y 


一 之 十 Ty; 
(3) fr yi) > 可 /ze) 可 村 ， ,满足 方程 过 下 十 二 于 一 yz 
证 只 要 求 出 仿 导 数 代 人 验证 即 可 


(1) 人 =1/[1+ | 二 = | 
.二 一 - 


>》 (XTX—y)’ 
-2 一 3 十 > 
(XxX—y): 十 (Ti 一 yi)? 
yy ry 
dy (并 一 y)? 十 (za 一 yi) farivZ zy’: 
和 CA 
代 人 得 TD Cy yy 
、。 3 3 
又 有 sin?z 一 Ztanz _ 2(TX— y)(x y’) 


Trtanz™ Cy Cr yy 


从 而 z 时 十 y 守 一 sin2z， 


即 z=arctan = —y 是 方程 工 汪 十 y 天 一 sin2z 的 解 . 


dF 
(2) pO ta Fa =y+ Fw) 下， 
2 dr 1 
Wr 二 | 一 + 十 入 
代入 得 工 一 至 十 y 全 一 xz| ?十 PC) 一 之 和 | 二 y z+ | 


一 XTy 十 TF(u) 二 XxXy 二 zz 十 xy. 
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Nz y* fu. * 2x 2xyf 


(3) 他 = 一 = 


3z fi(u) PC 
fT 2 1 2 
dy | f° (xu) ju) fC(u) 
,», ll 13 2yf,. 1 1 2yf, 
代 人 得 Ty Fl) y7 fr) 
上 上。 了 之 
3 yz yy 
这 里 ,运用 了 关系 式 fj (ww) 二 z/y. 
Ou de, 


例 8 设 x 满足 方程 攻 十 洋 十 注 一 0, 作 变量 代 换 4 一 ,7 一 y 
一 zx,$ 一 z 一 z, 证 明 : 在 新 变量 下 ,满足 方程 党 =0. 


2 
证 ”因为 了 一 y 一 ?十 工 一 9 十 6z 一 和 十 z 一 和 十 6 所 以 顽 一 1， 
Oy] 
天 一 1], 殉 二 1. 于 是 
和 
其 二 了 政 英 工 双 天 二 区 甘于 到 十 鸭 直 丈 | 
一 0"*1 一 
1 1l l 1 
例 9 设 z 一 二 十 可 和 二 率 二 这,z 二 六 十 六 十 e , 求 dz 
解 dz 一 一 二 du 一 地 do， (1) 
dy 二 一 Ldu 一 dv, 
u 也 
> 二 3 1 3 ， 
= du dv + edr (3) 
, wu J 
由 式 凶 解 得 du=— Fdy— sdv, 
代入 式 @ 得 dz 一 万 d3 十 一 dv. 
再 将 dz ,dz 代入 式 @ ,得 
[3 Ze 3 一 Dr 3 
dz 一 | 范 十 只 jay + i e 7 dv. 


例 10 阁 Y tz 这 0,n 为 整数 ,关系 式 /Cizytiy) 一 如 /zyy) 恒 成 
立 , 则 称 了 上 是 ”次 齐 次 函数 .证 明 :2 次 齐 次 国 数 一 定 满足 关系 式 


du 
证 令 一 红包 一 芒 , 则 呈 一 r, 宇 一 》 对 三 trsty) 一 大 太 zy) 
两 边关 于 上 求 导 ,得 


即 zr + yd = ne flr,y). 
两 边 乘 以 1 ,得 
tz 此 十 1y Y = nt"f (X,Yy), 
印 wd vd = adzsp) = nf (us), 


, 9 9 
更 换 字母 ,得 z 守 ++y 全 一 nf (zsy) 


此 公式 可 以 推广 到 mm Gn 之 2) 元 函数 情形 . 
二 ,方向 导数 与 梯度 
求 方向 导数 的 关键 是 正确 求 出 偏 导数 与 ! 的 方向 向 量 ,要 正 


确 使 用 公式 l= (cosarcospBscos7)=| 汪汪 ,全 | ,要 明确 对 中 的 
1 不 是 变量 , 攻 只 是 导数 形式 (为 简便 起 见 ,可 将 双 写 成 红 )， 

例 11 求 下 列 函 数 的 方向 导数 : 

(1) f(z,y) 二 一 yy 在 点 1,1) 沿 与 x 轴 正 向 成 60" 角 方向 
的 方向 导数 ; 

(2) fj (zr,y;2) 二 Xxy 十 yz 在 点 ,2,1) 沿 1 二 i 十 2j 十 5k 的 方 
问 导 数 ; 

(3) f(x,y;z) 二 In(zx 十 Vy 十 2) 在 点 A(1,0,1) 沿 4 指向 点 
B(3, 一 2,2) 的 方向 导数 . 
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解 (1) 因为 a=60°, 所 以 l=(1/2, V3 /2). 


Y oy 27 1 ab 一 2， i 2y | .vy 一 一 2. 
改 一 十 2 1 V3 
人 5=| -志方 启 | ， yl 
zeta 二 5， 
Y 25 | azD 一 6， 
故 2 -元 + -二 =- 从 


2 1 _ 工 
d 民 iu 工 十 Vy 2: ao 6 
of -一 | ' 2 一 0 〇 0 
iaoD ZX Vy ez Vy zi |a.o0., 
of 一 1 9 ~ 一 一 一 -一 1 
| 1,01 TX 二 Vy 十 2 Vy 二 ?14.0.1) 4 
of _ 2,1 和. .li_l1l 
改 A 3 2 十 | 3 0 十 | 2 一 去 
、 加 l ] 加 
例 12 设 f(x,y) 在 点 Po 可 微 ,一 | AT 记 | , [, 二 
l 1 | 9f CP,) 9f (P,) 
:A 一 一 一 一 |， -二 0， ll， 
af (Py) 7 
oY 5V2 


解 ” 设 1, 二 (cos0,sin0), 则 由 题 设 得 
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(af (Po) _ A (Po) 1 af (Po) 1 


A Ar /oD dy Va !， 
VP) A + 
3 ， az V2 dy V2 
解 方程 组 ,得 玉生 -2 
了 是 UPD APsp + SPDsing 
一 -六 Cos4 +sin0) 一 - Wat 
即 cosg + sinb = cosOsin — ;5 
构造 方程 人 一 了 x 十 让 二 0 坟 Z 一 语 ,zs 一 后 ， 
即 得 cos0 一 或 全， sing 一 二 或 志 
放 所 求 方向 。 4 一 | 号, 二 | 或 6=| 王 襄 | 


例 13 设 f(x;y) 在 点 Po(2,0) 处 沿 卫 二 (2, 一 1) 方 向 的 方 问 
导数 是 1, 沿 1, 二 (一 2,0) 方 向 的 方向 导数 是 一 3, 求 了 沿 1== (3,2) 
方向 的 方 同 导数 

解 因 为 L 一 | 


Vi” Va 
3 2 1 ， 
| -过 ,二 生 | , 所 以 ,由 题 设 按 公 式 有 


,6 = (~ 1,0),4 = 


af (Po) _ 9f (Po) 1 YP | 1 |= | 
A or /2 9y 9 , 
af (Po) 3f(P,) af CP,) 
a 1) 十 9y (0) 二 一 3， 
af (P, af CP, 
解 方 程 组 ,得 Ys, YE 2. 
yy 
af CP,) 3 2 15—2V2 
于 是 ”一 和 =3， 一 一 十 (3 一 VY 2) 一 == 一 一 一. 
A V13 V13 V13 


误 ,， 广 | 


例 14 (1) 求 函数 = 一 1 一 | 和 二 污 | 在 点 忆 


精 圆 五 十 抱 一 1 在 该 点 内 法 线 方向 上 的 方向 导数 ， 


(2) 求 当 数 4 二 zyz 在 点 M(3,4,5) 沿 锥 面 z 二 YXx 十 yy 的 法 
线 方向 的 方向 导数 . 
解 《1) 求 内 法 线 的 方向 余弦 , 策 先 求 曲线 切线 的 斜率 和 内 


法 线 的 斜率 . 因为 酉 圆 的 切线 方程 为 -于 十 2 汪 一 0, 所 以 ,过 点 P 


十 yy “Ss 
十 二 0, 于 是 tana 二 一 过 内 法 线 斜率 
vv 2a v256 4 
tan9 二 闻 . 故 
—b —a 
i=| 2 zs)? 
4“ 十 C 十 如 
| -zaz| -vv z 2 __ v7 
or | p CC | a 9yl， 六 | bp | 
p —b 
得 4 Ya ， 十 Y24 . 4 
Q jp a a 十 已: 0 a 十 总 
Vs Vat. 


(2) 求 出 锥 面 的 法 向 量 n= 土 | -万 生 二 -站 , 一 | 在 点 


M 有 nn 二 十 昌 一 1 , 故 在 点 M 有 
= 士 | 22 2 v 2 _ 2 | 
0 ， 5 2? 2 

Xt NM 3 
而 37 一 | nt | 15 | = | x 二 12. 
于 是 

~ = 土 |20. 3 2 15. 2 2 + 12 一 V2|| 

m |, 2 


一 士 6~v2. 


例 1$ 在 rzoy 平 面 上 存在 温度 场 了 一 4 六 十 9y 

(1) 求 在 点 已 (9,4) 沿 方向 角 为 210° 的 方向 I 的 温度 变化 率 ; 

(2) 在 什么 方向 上 ,点 书 的 温度 变化 率 取 得 最 大 值 ? 并 求 出 最 
大 值 . 


解 (1) 依 题 意 , 求 温度 变化 率 就 是 求 方向 导数 号 | ， 


A 
Y 


一 | sa 十 dineg 
p dx dy 


= (cos210° .8x 十 sin210° .18y) | n 


= | .72+ 一 本 | 72 一 一 36(1 十 V3). 


(2) 楷 度 方向 是 变化 率 最 大 的 方向 . 


， of 
i 二 一 | f= 72i 二 + 727. 
dy >» ‘ J 


T7" 
grad | PP ar 


nn 


此 时 ,tana 二 1, 方 向 角 a==45°, 温 度 变 化 率 的 最 大 值 为 
|grad7Z | = 722 十 722 一 72 V2. 


Z yz 、 . , 
例 16 求 函 数 & 一 厂 十 到 十 庆 在 操 M(xr,y;z)HWH r= ri yj 


十 zk 方 癌 的 方向 导数 ,并 讨论 在 哪些 点 的 方向 导数 等 于 梯度 的 大 
小 ,考虑 :(1) aoc 两 两 不 相等 ;(2) a 二 b 关 c;(3) a 二 b==c. 


ZX ZY 2% 工 了 之 
a pp: ec? rr rr r 


,= VET Te, 
2 


po 多 人 


解 gradu 一 | 


四 9 


Ou 2 
让 Fy Bradu ro tte 


(1) 当 as6wc 两 两 不 相等 时 ,等 值 面 为 椭 球 面 “一 捷 十 点 十 二 
==k (为 常数 ). 梯度 方向 为 等 值 面 的 法 线 方向 ,由 低 值 面 指向 高 


值 面 .在 点 (0,0, 士 c Vc),(0, 十 5 V5,0),( 十 a Va ,0,0) 等 6 
.286。 


个 点 的 法 线 方向 与 矢 径 7 方 向 相同 ,有 学 = |gradz | 

(2) 当 a= 二 6b 关 c 时 ,等 值 面 为 旋转 椭 球 面 . 在 等 值 面 的 两 个 顶 
点 (0,0, 士 c Vc ) 及 等 值 面 与 一 0 的 平面 的 交 线 x 十 y* 二 A4?,z 
一 0 上 ,梯度 方向 与 + 方向 相同 ,二 |gradz|. 

(3) 当 a 一 6 一 < 时 ,等 值 面 为 球面 .球面 上 每 一 点 的 外 法 线 广 
向 与 矢 径 + 方 向 相同 , 即 球面 上 处 处 有 学 = |gradul 

例 17 图 数 f(zx,y) 在 点 PC(2,0) 沿 上 二 (2, 一 2) 方 向 的 方向 


导数 是 2 V2 , 沿 /, 二 (一 2,0) 方 向 的 方向 导数 是 一 2. 求 /在 点 P 
省 [二 (3,2) 方 问 的 方向 导数 . 


1 1 3 2 
.=| 广 ,- 广 ,一 一 下 ,0 | 。 
钥 hh V2 wV2/) ( V13 /| 
af CP) ] 王 一 
一- 一 一 一 卢 二 9 
由 aa 7 7 “一 ， 
af(P) _ ， 一 一 2 
dA; ”多 
这 里 设 gradP==(a,b), 故 gradf= 二 (2, 一 2). 从 而 得 
af 3 2 2 
= 一 2) 一 
a W13 V13 V13 


第 五 方 ” 泰勒 公式 与 极 值 问 题 


主要 内 容 


1]， 如 果 了 范 数 f(x,y) 在 域 DCR: 上 有 一 阶 偏 导数 ,f',, ,是 
X,Y 的 二 元 果 数 , 寿 它 们 的 偏 导数 也 存在 , 则 称 之 为 /(x,y) 的 二 
。 287 。 


阶 偏 导 数 . 

一 般 定 义 函 数 的 n 阶 偏 导 数 的 偏 导 数 ( 夺 和 存在) 为 nn 十 1 阶 偏 
导数 .一 般 地 ,m 元 函数 的 nn 阶 偏 导数 可 以 有 7m” 个. 

2， 如 果 肾 数 /zy,y) 的 两 个 混合 伍 导 数 /和 广 : 在 点 (Czoyyo) 
连续 , 则 等 式 广 ,(zoyyo) 一 广 :(Czoyyo) 成 立 ， 

此 结论 可 以 推广 到 元 函数 情形 . 


3， 如 果 函 数 (zx,y) 在 域 DCR* 上 可 微 ,dz 一 下 dz 十 下 dy， 


则 称 dz 的 微分 为 z 的 二 阶 微分 d:z==d (dz). 
类 似 地 ,有 dz==d(d* 1z). 二 阶 及 二 阶 以 上 微分 统称 为 高 阶 
微分 . 
4. 中 值 定理 设 二 元 函数 了 在 凸 区 域 DCR: 上 连续 ,在 万 
的 所 有 内 点 都 可 微 , 则 对 D 内 任意 两 点 Pla,6),Q(a 十 h,b 十 &) EE 
intD, 和 存在 某 8 (0 过 0 过 1), 使 得 
Fa 十 有 十 有 &) 一 ab) 
= f(a Oh,b + OF)h + f(a Oh,0 + OF)k. 
5. 泰勒 定理 若 f(z,y) 在 点 (zxo,yo) 的 邻 域 UCCxo, yo);6) 
有 直到 nn 十 1 阶 的 连续 偏 导 数 , 则 对 UC(Czo, yo);6) 内 任 一 点 
《xo 十 及 ,yo 十 &) 和 存在 相应 的 9E€ (0,1), 使 得 
/ (xo 十 户 ,yo 十 不 ) 


9 9 
一 J (xzoyyo) 十 1 3 十 | fxs3) 


» 2 
十 站 [4 二 tk f (zxo, Yo) 十 机 


 ， 
ho 二 | f zo» yo) 
| 
可 于 | 
6. 设 畏 数 了 在 点 Po(xzo; Yo) 的 菜 邻 域 U(P,) 有 定义 , 若 对 于 
任何 点 P(x,y) EU(Po), 不 等 式 f(P) 声 /(P,) (或 AP) 之 
. 288 。 


9 » 7 十 1 
十 上 | Fr 十 Oh,y, + OR) 


f《(Po)) 成 立 , 则 称 取 数 f 在 点 Po 取得 极 大 值 ( 或 极 小 值 ). 点 Po 
称 为 f 的 极 大 值 点 (或 极 小 值 点 ). 

7. 极 值 必要 条 件 ” 阁 函 数 f 在 点 Po(xo,yo) 存 在 偏 导 数 , 且 
在 Po 取得 极 值 , 则 有 

filXxo,Y0) = 0, 六 (Crzoyyo) = 0. 

右 图 数 了 在 点 Po 满足 以 上 两 个 等 式 , 则 称 P。 为 的 稳定 点 
(或 驻扎 、 静 止 点 ). 

在 明 数 了 存在 二 阶 连 续 偏 导数 , 则 称 和 矩阵 
1 Po fCPo) |= 的 | 


fyPo) fs PO)d LA 六 


为 图 数 f 在 Po 的 黑 塞 (Hesse) 矩 阵 . 

8. 极 值 充分 条 件 设 f(zr,y) 在 点 Pu(zoy ml) 的 革 邻 域 
U(Po) 内 存在 二 阶 连续 偏 导 数 , 且 P, 是 /了 的 稳定 点 , 则 当 Hj(P,) 
契 正 定 抢 阵 时 ,了 在 P。 取得 极 小 值 ; 当 五 j(P,) 是 负 定 矩阵 时 ,ff 
在 Po 取得 极 大 值 ; 当 五 /7(CP。) 是 不 定 矩 阵 时 ,了 在 Po 无极 值 . 

极 值 必 要 条 件 与 充分 条 件 均 可 推广 到 ?元 函数 情形 . 


H rlP,) = | 


疑难 解析 


1， 写 出 求 C“” 类 函数 f 的 极 值 的 步骤 (车 /在 TIT 上 有 nn 阶 连 
续 的 导数 , 则 称 了 为 Co 类 函数 ). 

答 ”首先 求 出 的 所 有 稳定 点 Po; 然 后 求 出 f 在 P, 的 黑 塞 
矩阵 ,判定 黑 塞 矩 阵 的 类 型 ;最 后 确定 f(P,) 是 极 大 值 . 极 小 值 ,或 
不 是 极 值 . 

大 z= 二 f(x,y), 令 fi(Po)=A, fy(Po)=B,f,,(P,) =C, 则 


gC 
(1) 看 4>0,4C 一 怀 >>0( 即 五 7/(2 正定 ) , 则 AP 为 极 小 
值 ; 


A B 
HP)=| ;于 是 
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(2) 若 4 三 0, A4C 一 B? 守 0( 即 如/(Po) 负 定 ), 则 fC(P。) 为 极 大 


值 ; 
(3) 若 4C 一 民 一 0( 即 五 /CPP 不定), 则 f(P。) 不 是 极 值 ; 
(4) 在 4C 一 局 一 0, 不 能 肯定 f 在 点 Po 是否 有 极 值 . 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 高 阶 偏 导 数 与 全 微分 

求 高 阶 偏 导 数 与 全 微分 没有 什么 新 的 方法 ,一 般 用 逐 阶 求 导 
法 .应 注意 微分 形式 不 变性 已 不 复 存 在 ,并 注意 求 导 时 不 要 增 项 和 
去 项 ,以 保证 运算 的 正确 ， 

例 1 求 下 列 函 数 的 高 阶 导数 : 


dz Fz Fz 
ar gray 3y2 
az 
oy oy 


(3) /yt 求生 


(] ) z= 二 e”(cosy 十 Xsiny), 求 


(2) z= 二 Xln(zx,y), 求 


jy 


(4) z= 家 
解 ” 此 例 中 的 f,p 均 有 二 阶 连续 偏 导数 . 


dz 
(1) 光一 erLcosy 十 (z 十 1l)siny ,Pe (siny+ zcosy) ， 


故 二 一 一 erltcosy 十 (z 十 1)siny] 十 ersiny 
一 erlcosy 十 (z 十 2)siny]， 
9 之 
yar e” [一 siny 十 (zx 十 1)cosy|] = 二 全 3 
> zx * I 1 
殉 e”(— COsy 一 ZSIiny) 一 一 er(cosy 十 xsiny)., 


Oz 


_z ] 9z 
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本 
一 二 , 故 
>》 


Fz ”bs 


] 
一 如 , 一 一 一 -一 一 ， 
dr’9y Oray’ yy 


(3) 因为 守 二 一 去 f(zy) 十 之 广 (zyy) 十 yp '(x 十 y) ;所 以 


Gz 
gazay 


-Hf Cet of (a) ty) 
十 PP (zy) yp ' (rt y) 
二 yf (ry) 二 pg' (Xx y) 十 yp “(Xx 十 y). 
oz . 
(4) 71 esinyt2rfz , 故 


Oz 


azay =fu'e sinycosy+2e’ fiz (ysiny xcosy) 


=4zyf:, + fi ecosy. 
例 2 求 变 上 限 函 数 /(z,y) 一 | “e "dt 的 关系 式 
zz97 ，9/ ,yo 


y Ar < areay XT 0 
af _ — (ry) of 一 (sy 
解 ar > 9y 
于 _ o 
2 一 2xyie 5 92x3 ye ， 
zj ,Ff IP 
y QZ azay xay’ 
例 3 求 下 列 函 数 指定 阶 的 偏 导 数 : 
， 2 
(1) wxsiny 十 y'sinz, 求 31g 


(2) u=arctan 


人 十 ?十 zz 一 yy 求 Fu 
1] 一 Zy 一 TZ 一 迷人 drdyoz 
i T (mn) 
(3) J (x,y) 二 e”siny, 求 fmm (0,0). 
A ， Oo . 
解 ” (1) 区 二 3Z siny 十 y coszx, 了 一 6zsiny 一 yasiny， 
Ou du 


3 = 6siny 一 ycosZ， 3 = 6cosy 一 3y cos 工 ， 
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5 中 
Su 一 bsiny 一 0yCOS 工 ， 


— 6(cosy 十 cOSTZ)， 


3 A 一 
(2) zx 一 arctanZ 十 arctany 十 arctanz 十 sr (€ 二 0, 十 1)， 
Fu 一 -一 一 
所 以 azaygz 
(3) jz 一 ersinyy 2 一 ersin(y 十 mx/2)， 
所 以 fi (0,0)=esin(nn/2)=sin(nx/2). 


例 4 求 下 列 函 数 的 高 阶 全 微分 : 
(1) w= 二 lIn(x yz ), 求 diu; (2) 一 ec 7， 求 d"wu; 
(3) tw 一 Xx*yz , 求 d"u, 并 由 此 证 明 
d"P, (rz,y,2) = nl1P,(dzr,dy,dz). 

解 (1) w= 二 xlnzx 十 ylny 十 zlnz, 故 

dz 一 (zinz) “dx (ylny) ‘Jdy!t (zlnz) dz’ 

| 

(2) 因为 d(ax 十 by)= 二 adzr 十 bdy,d:(ax 十 by) 二 0, 故 
du =d"(e”™™Y)=e”tY{d(art+by) =e”tS(adzrtbdy)". 
(3) dz 一 Cd 和 (zy ) »。 d’(z") 


[Cd? Cr?) dr Cy ) dr’ (z") 


= Tat 
7 ! (p+gq)! 
一 站 (CO pl aor P! 9! r! dz dy dz 
一 21 dx’dy’'dz’. 


而 P,(x,y,z) 是 次 齐 次 多 项 式 ,可 表示 为 形 如 4zeyezr 的 若干 
个 单项 式 的 和 ,其 中 4 是 常数 ， 

由 d"(xty'z ) 二 n!1 dzpdydz 立即 可 得 

d"P,(rx,y,2) = n!P,(dr,dy,dz). 

例 5 求 下 列 函 数 指定 阶 的 全 微分 : 

(1) wu 二 1/( VX 十 y*), 求 diu; 

(2) wu=f(€,7) ,6=ry,n=Xx/y, 求 diu; 
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(3 ) u= f(r,y,2) ,T=t, y= ,=i , 求 dz ; 
(4) xz 一 上 (5 7)， 5 一 az 十 鸭 y 十 cizy 7 一 QT 十 Doy 十 coz， 
5 一 QZ 十 py 十 caz， 求 d"w. 


解 (1) du — /ty 故 


Vriiy 
2 mirdri+ydy) |p (ydr— rdy) 
=/ tr 


一 zd 
(2) du=f'1(ydr+zdy)+f', YY , 故 


2 
dx 一 三 (ydz 十 ZQdy 关 十 三 baz SY 


F222f drdy—27 Or 
(3) du 二 (了 十 22]'s 十 3t2f's)dt, 故 
du= (ft a ft gt fst htf "st 6 
二 12t f° 2f s+ 6 3) dt. 


(4) d"wu 


go 0 
一 adz+bidy+cidz)] 在 十 Casdr+bdy+ cdz) 吉 


+ (aadz 十 body 十 cdz) 死 | 77) 


=| | 


9 9 0 
十 | 和 Ftc wT 
二 、 泰勒 公式 
蜗 数 的 泰勒 公式 可 以 用 求 偏 导数 的 方法 直接 依 公 式 求 出 ,这 
是 比 较 麻烦 的 ; 亿 可 以 利用 元 卫 孝 这 贡 公式 焉 车 级 站 的 展开 六 
来 求 , 这 比较 方便 和 简捷 . 更 重要 的 是 要 学 会 如 何 利 用 泰勒 公式 解 
决 实际 问题 . 
例 6 在 点 A(1,1,1) 的 邻 域内 依 泰 勒 公 式 将 下 列 函 数 展 开 
至 二 次 项 : 


dg 了 9g | 9 
Ul 1 Eo 元 | dz 十 | 生 顽 十 名 -一 十 4 到 |ay 


dz | » f (E75). 
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(zy 之 ) 一 x* 十 y 十 z ”一 3 和 3 之 ， 


af af af 

解 元 一 37 一 332， 区 一 37 一 3z2， 二 一 3z 一 37yi 
of Ff of 
3 Gy oY 了 
of of Pf 
ray™ SY? ayvaz JZ， Gar 3 


求 出 在 点 人 1,1,1) 的 值 ,得 


_ EWE 
f(1,1,1) = 90, 到 二 弘一 下 一 


of _ 91 Ff 

drgy 9yde Qarxr 

故 fx,yysz) 二 3[ (zr 一 1 十 (y 一 1) 十 (2 一 1): 一 (zx 一 1)(y 一 1) 

(zDD(z—1)—(y—1)(z—1)j+o(p’). 

事实 上 ,高 于 三 阶 的 偏 导 区 数 都 等 于 零 , 故 本 例 中 ,olp*)==0. 
例 7 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 二 阶 泰勒 公式 : 
《1)》 f(x,y) 二 2x 一 xy 一 yy 一 67 一 3y 十 95, 在 点 P(1 ,一 2); 
(2) f(r,y) 二 sinzxsiny, 在 点 P(x/4,7/4). 

解 (1) f,(P)=(4zr—y—6)|»=0, 
f,(P)=(—7zx—2y—3) |»=0, 
fal(P)=4, fy(P)=—1, f,(P)=—2, 

而 所 有 三 阶 偏 导数 都 为 零 . 所 以 ,所 求 二 阶 泰勒 公式 为 
f(z,y) = 5++2ro 1 (rol)Cy+2) (y+ 2). 


(2) 因为 F(P) 一 广 ， 万 (P) 一 coszsiny | p= 


a/ -3j/_ 3/- 


ar2 dy 了: 9， 


pk 
f,(P) = sinzcosy | + = 六 ， 三 :(P) 一 一 sinzsiny | 一 一 地 
fy(P) = coszcosy | P = 六 ， f,,(P) 一 一 sinzsiny | PP 一 一 广 ， 
所 以 ,所 求 二 阶 泰勒 公式 为 
re 
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其 中 

例 8 依据 麦克 节 林 公式 将 下 列 图 数 展 开 至 四 次 项 : 
f(z,y) = Vl—zx— y. 

172 TT 1 2 1 3 ， 

解 。 因 为 (十 z)* 一 1 十 也 一 训 z 十 记 如 十 …， 所 以 


f(z) = 
例 9 若 |xz| 安 1,|y| 之 1, 求 下 列 函 数 的 近似 公式 ， 


COST 1] 十 记 十 y , i 时 
(1) es Te (3) Qt)" +y)" 


解 ” 利 用 一 元 函数 的 麦克 劳 林 公式 求解 . 
COSIT 
COSYy 


-| 1 一 到 十 [十 去 sin2y 十 …| 


2 
2 TT y” 
~| 1 ;|i | 


(2) arctan 


(1) 


一 COSX(1 一 Sin yy) 一 1 


人 加 了 二， 2 
~|1 了 | | 1 十 去 sinzy 


] 
~ F(t 一 》)， 
1 十 Z 十 > 1] 十 ZX/ (1 十 yy) 
1—z+y an 1—Zx/(l+y) 
x TT Tx) 工人 位 | ... 
一 本 十 arctan Ty Eg | | 十 
Tl 一 yy 二 Tz 一 zy 
(3) 《1 十 Z) (十 y 六 一 (十 mr 十 …)(1 十 my 十 ) 
人 十 72 工 十 my， 
例 10 求 下 列 函 数 的 麦克 劳 林 级 数 : 
(1) f (x,y)=(1 二 7r)”(l+y)’; (2) f(x,y)=e’cosy; 


(2) arctan 


i 
(3) frsy)=sinCrt y); (C4) fCr,y) =| (1 x) de 
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解 利用 一 元 函数 的 麦克 劳 林 级 数 求解 . 
(1) (1 十 z)m (1 十 y 


一 | 1 十 mmz z+ :十 … ] [i++ ?十 … | 


met) + mm De tanay tn 
二 "*， | 六 | 天 1， 1y| 反 1 


(2 3 D 就 
人 
=- > > ”yi 
zl 三 十 吕 ,1y| 过 十 c2， 
(3) sinCx’ 十 六) 


i 2 Ty 
2 1) (2n 十 11)! 之 之 Em Fi 


oo 2n 二 1 2 22n 十 1 一 上 ) 


| 


cc 2 2 
= > |sin” S| 4 Tr» 十 光志 十 co. 


1 7 
2m 二 必 7 


(4) (1 十 ze 一 ef ylntl 二 + 7) 
ltiyin(ltzr)+[t yln(l+r) 1 /2! 
2z1 十 i2y( 工 一 Z2/2) =1+t ry tr 72， 
1 1 六 
故 (x,y) 之 | 十 txXy 一 与 zy| 岂 一 ] 十 吉首 = 一 |. 
例 11 设 圆心 为 PCzyy), 半 径 为 2， 
f P= (7x,y) ,PT (Zi Yi), 1 二 1 ,2， 3 为 圆 内 
P, 接 正 三 角形 的 三 个 顶点 ， 日 zi 一 工 十 C, 嫉 一 


少 依 p 的 正 整 数 宏 把 函数 
;FCp) = 二 LACPD) 十 Pa + f(Ps)] 


10. 16 展开 ,准确 到 Pp”. 
解 ” 如 图 10.16 可知 


。 296。 


Pi(x++p,y), P(x — Pp/2,y + Vv 3 Pp/2), 


P(x -一 DA/2，y 一 V 3 p/2), 
F(o) 一 二 LACPD) 十 FCP) 十 7CP) 


ll af E34]+ | -六 9f 
~ |/(P)+p2 + 全 了 | foP)+ | 
ae PHF 30Ff 0 2 
2 89r 8 9y’ 4 drgy 
Pa 3 oFf 
1 2 8 9r: 

30:9°f 人 人] 
下 8 ye 4 qr9y 


=f(P)+e | 3 二 | 


例 12 求 函数 f(x,y)= 二 zx/y 在 点 (1,1) 邻 域 的 带 皮 亚 诺 余 
项 的 泰勒 公式 ， 

解 将 男 数 变形 后 利用 一 元 函数 泰勒 公式 求解 . 

rT _ _ 1 十 (过 一 工 ) 


Ce 


y 1 十 (yy 一 1]1) 一 上 1 十 (zx DTT 
= [+ Co DD I 1) 4 oy — 1)") | 


二 1 二 (XC 一 1)—(y—1)~— (rom1)(y— 1) 
十 4 一 1 六 十 … 十 (一 1 (ro (Cy 1)" 
十 《一 1] (3 一 1 十 o00")， 
其 中 p= V (zz 一 1)7 十 (y 一 1)2. 
三 无 条 件 极 值 与 最 值 
无 条 件 极 值 又 称 为 无 约束 极 值 ,一 般 只 要 求 出 偏 导数 ,确定 稳 
定点 ,通过 判别 黑 塞 矩 阵 正 定 、 负 定 或 不 定 , 即 可 确定 函数 的 极 大 
仁 、 极 小 值 或 判定 函数 有 无 极 值 . 最 值 问 题 要 考虑 闭 区 域 和 开 区 域 
情形 . 闭 区 域 情 形 不 仅 要 求 出 区 域内 极 值 ,还 要 讨论 边界 上 的 最 
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值 ,通过 比较 确定 闭 区 域 上 的 最 值 ; 开 区 域 情 形 只 要 比较 区 域内 极 
值 的 大 小 就 行 . 

例 13 求 函数 f(z,y)= 二 2(y 一 ZT) 一 z+"/7 一 y* 的 极 值 ,并 证 
明 在 过 点 (0,0) 的 直线 上 ,点 (0,0) 是 直线 上 也 数 的 极 小 值 点 . 

解 ” 因 为 1 太一 一 zy 一 2) 一 并 一 0， 

f, = 4(y ~ x)— 2y= 0, 

解 得 x 二 0,y 二 0 和 zz 一 一 2,y 一 8. 

由 f/f, 二 一 8y 十 247' 一 67’, 了 ,二 一 87x ,了 ,二 2, 得 


i 2 


总 /一 2,8) — , 和 1 = 一 224 > 0 ,和 A， 一 192 > 0., 


所 以 ,点 (一 2,8) 为 极 小 值 点 , 极 小 值 f( 一 2,8)= 一 352/7. 

对 点 (0,0), 黑 塞 矩 阵 无 法 判别 ,与 周围 点 比较 知 ,点 (0,0) 不 
是 极 值 点 . 

在 直线 y==kzx 上 ,f(x,kz) 二 x?(k? 一 4kT 十 27: 一 X75;/7). 若 上 
隆 0, 则 当 工 元 分 小 时 ,有 f(x,kr) 之 0; 若 二 0, f(rx,0)=xi(2 一 
ZX /7), 则 当 工 充分 小 时 ,也 有 /(z,0) 守 0. 故 得 出 ,在 直线 y 一 Az 
上 ,函数 在 点 (0,0) 有 极 小 值 . 

例 14 求 下 列 函 数 的 极 值 : 

(1) z= (zx: y )e +), (2) z= rey+zsiny ; 


(3) z=e™ (ry 二 2y). 
解 (1) 人 27(1 zy )e +, 


3 本 
21 xy )e ( 二 7) 


为 ;在 点 (0,0) ,有 


Fz 9z ~ Oz 
2 一 A= 2 和 一 《一 2， 一 一 卫 一 0， 


由 AC 一 B87 二 4 沁 0,4 沁 0 知 ,z(0,0) 一 0 为 极 小 值 . 
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令 十 yy 一 t, 则 z= 二 te 由 于 zz 二 e “(1 一 和 ), 故 t 二 x 十 y= 二 
| 为 驻 点 , 又 由 于 /一 (一 2)e- zr(1) 一 一 e- 1 之 0, 获 一 
(zx? 十 yi)e “+ 在 Zz 十 y: 二 1 取得 极 大 值 e . 


A 
ff 一 ey+zniny(1 十 zsiny) 一 一 0， 
| 解 得 
f, =e’t Yr(l 二 zcosy)———0,， 
Tz 二 (一 1)"t1V2， yy 二 nr 十 Xx/4, 7 一 0, 士 1], 士 2，… 
在 点 (zx,,y,)， 有 


1 . 
A, — (一 1)” en tn 
V2 


B, — Et niny ，。 CO, — (一 1 72+1 1 » @In Tn, 
而 A,C,— B: —— Pests ny < 0. 


(3) 网 =e*(2z+2y+4y+1)— 


0, JT 1/2, 
f=e*(2y+2)——0, ol 
在 点 (1/2, 一 1), 有 
A= 4e“(z 二 十 2y 十 1)|0z.-» 二 20， 
B= 4e”“(y++1)|a.-» =0, C= 2e™ | (02, = 2e， 
而 AC—B’:=1e’>0. 
故 f(z,y) 在 (1/2, 一 1) 取 得 极 小 值 ,7(1/2, 一 1) 二 一 e/2. 


例 15 求 多 项 式 P(zx) 一 屏 十 az 十 包 使 得 积分 | P(x)dx 
取得 最 小 值 . 
解 ” 记 f(a,6) 一 | Pz(zjdz = | Cz! 十 az? 十 5):dr, 则 


l 
af ?| (zz 十 az 十 xzdz 一 4| axzzdz = Aa, 
m2) ， 3 


af ! 2 2 4 . 
2 一 ?| (zx? 4 ar + dr = 4| Cz? + dr = Sat db. 
一 1 0 
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令 必 一 0, 忆 一 0, 解 得 a 一 0,0 一 一 工 
又 A244 一 人，B 一 2 =0，C 一 一 4, 而 AC 一 B*- 
16/3 盖 0,4 一 4/3>0, 故 f(0, 一 1/3) 是 最 小 值 ,P(x)= 二 x 一 1/3. 
y) 例 16 证 明 : 当 任 一 锐角 三 角形 内 一 
有 点 到 三 顶点 连 线 成 等 角 时 ,该 点 到 三 顶点 

距离 之 和 为 最 小 . 

证 ”如 图 10. 17 所 示 , 设 三 角形 三 顶 
> 点 为 0(0,0),A(a,0),BOG,c).M(z,Yy) 为 


三 角形 内 任意 点 , 则 距离 之 和 可 表示 为 
图 10. 17 fry) = VA 二 Vr-a) i+y 


十 VC 二 六 2 十 (yy 一 c5 
设 oM,AM,BM 与 zx 轴 正 向 夹 角 分 别 为 9,,0,,0,, 则 


太一 一 二 -+ < ~ 4 . 
/FT VT 
TT—b 


十 8 
V (TT— 0) + (ye) 
cos0, 十 cos0, 十 cos0, 一 0， 


| 


三 :一 了 十 》 
"RT VE 
yO—c 


十 一 -~ -~ 
V(Z 一 0 十 (一 c) 
一 Sinl 十 sinb 十 sinb 一 0， 
cost 十 cos 凡 一 一 cosoO. ， 
改 人 


将 两 式 平方 后 相 加 ,得 cos (0, 一 9) 二 一 1/2, 于 是 


2T AN 2 
0. 一 摧 二 空 或 守 ， 90, 一 0 一季 或 们 
e。 300.。 


所 以 0, 一 9. 二 9, 一 ,二 冬 时 ,函数 f(x,y) 取 得 最 小 值 

例 17 求 函 数 f(x,y)= 二 x 十 2x:y 十 y? 在 加 域 D={(x,y)| 
Z 十 Y 魏 1) 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

解 I 17/ 2 ,一 1/ 2 ， 


fy 一 2(z 十 y) 一 0， y 一 0， 一 ]/2, 一 1/2. 
函数 在 站 内 有 三 个 驻 点 Pi (0,0), Pi (1/V2 ,一 1/2)， 
P;:( 一 1/v2 ,一 17/2) ,有 8 f(P)=0,f(P,)=1/4,f(P;)=1/4. 
在 边界 x 十 y: 二 l] 上 上, 变 为 一 元 涌 数 
f=1 二 2 一 yy=1++2y—2y, 一 ly 声 1. 


由 ,= 二 2 一 6y? -人 0 解 得 y= 二 土 ]/ V 3 .因此 (一 1)=1,f(1) 


=1,f.(1/vV3)=1+4 V3/9,f{ -1/V3)=1~4 V3/9. 从 
而 可 知 , 在 D 的 边界 上 ,f 的 最 大 值 为 fi(1/vV 3)=1+4 w 3/9， 
了 的 最 小 值 为 户 ( 一 1/ V3)=1 一 4 w 3 /9. 
肯 与 D 内 的 极 值 比较 可 知 ,f 的 最 小 值 与 最 大 值 分 别 为 
Min f (x,y) = f(0,0) = 0， 


max f(x,y) = f(1/ VV 3) 二 1 十 4 w 3/9. 


(xr, ED 


例 18 设 渠道 的 横 截 面 为 等 腰 梯 形 , 截 - 
面积 为 4, 等 腰 梯形 的 底 与 高 各 为 多 少时 , 渠 | 
道 的 湿 周 (两 腰 与 底 之 和 ) 为 最 小 ? | 9 


解 ” 如 图 10. 18 所 示 , 设 等 腰 梯 形 下 底 - 
长 为 Xx, 高 为 h, 湿 周 为 工 , 腊 与 底 边 延长 线 夹 图 10. 18 
角 为 96 (0 过 9 过 x/2), 则 

L=zx++2h/sing, A=(2r+2hcot0O)h/2=>r=A/h— hcoth, 


_A h(2—cos0) 
则 L(\h,0)= hi 


* UL， 


aL A 2 一 COSO 令 


WR sg 
于 是 9l, Asin l — h(2 一 cos0)cos0 令 0 
0 sin’g 
-| ~ NVA/ V3, 
0 = 7/3 


由 此 得 惟一 稳定 点 (YA4/V 3 ,x/3). 而 问题 必 有 最 小 值 ,所 以 


LC(h,0) 在 点 (VYV A/ VY 3 ,xn/3) 取 得 最 小 值 . 从 而 可 知 ,等 腰 梯 形 当 
底 X= 二 A/h 一 hcot0= 二 2 V A/Y27, 高 h 二 VA/Y27 时 ,渠道 的 湿 
周 为 最 小 . 

例 19 某 厂 的 一 种 产品 同时 在 两 个 城市 销售 , 售 价 分 别 为 gi 
和 qs, 需求 函数 分 别 为 

qi = 24— 0.2p1， 9g: = 10— 0.05p;, 

总 成 本 了 汞 数 为 C= 二 35 十 40(qi 十 qs). 问 : 厂 方 如 何 确定 两 个 市 场 的 
售 价 ,才能 使 其 获得 的 总 利润 最 大 ? 最 大 总 利润 为 多 少 ? 

解 ” 先 建立 总 收入 函数 R 和 总 利润 函数 工 . 

KK = pg; pzq2 = 24p1 — 0.2pi 二 10p; 一 0.05 轧 :， 

L=R—C= 32p7— 0.2p?++ 12p;— 0.05p?— 1395, 

Ly'—=32—0.4p1 0, /» 

求 得 | 一 32 一 0. 4p 0 -| 
7 一 12 一 0.1p 一 0， 一， 
由 此 得 惟一 稳定 点 (80,120). 而 问题 必 有 最 大 值 ,所 以 确定 售 价 分 
别 为 pi 二 80,ps 二 120 时 ,获得 的 总 利润 最 大 ,最 大 总 利润 为 R= 
605. 

例 20 证 明 : 若 工 ,y,z 为 实数 , 且 e* 十 y: 十 |z| 二 3, 则 e*y?|z| 
二 1. 

证 设 fj(r,y) 二 ey |z| 一 ey:(3 一 e' 一 y),f(x,y) 的 定义 
域 以 e* 十 y 二 3 为 边界 . 所 以 
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今 
f, =e’y’ (3—2e"—y’)=——0, 二 0， 
一 > 
3 一 十 、 


f=2ery (3— er— 2y)=— 0, 
故 f(x,y) 有 两 个 稳定 点 (0,1) 与 (0, 一 1). 
又 由 fi 一 ey (3—de’—y), f=2e’y(3— 2e’— 2y’), 
f,,， 二 2e”(3 一 e”* 一 6y ), 得 
fx (0, 土 1) 二 一 2， fy (0, 十 1) 一干 2， /,"(0, 士 1) 二 一 8， 
故 AC 一 B? 活 0, 而 4 过 0, 知 (0,1) 与 (0, 一 1) 均 为 极 大 值 点 , 极 大 
值 f(0, 十 1)==1. 而 在 边界 e* 十 y= 二 3 上 f(0,y) 二 0. 从 而 可 知 ， 
三 0, 十 1) 一 ] 为 最 大 值 ,好 e*y*|z| 志 ]. 
例 21 证 明 :;: 当 0<z<1;0<>< 十 ce 时 ,有 
fry) 一 yz — zx) < er 
证 求 /zy 在 0<z<1,0<y< 十 co 上 的 最 大 值 . 
在 区 域 边 界 上 ,zy) 显 然 恒 等 于 零 ,而 在 区 域内 ,Arzyy) 盖 
0, 故 f(z,y) 的 最 大 值 在 区 域内 ,最 大 值 即 极 值 . 


A 
| =— yr” | (y 一 zy 一 并 一 一 -0， 、 y(l1—X)=x， 


一 
Z 一 Be “， 


广 =mG 一 z)G+ynz 一 -0， 
满足 上 述 条 件 的 点 为 极 值 点 , 即 最 大 值 点 ,有 
Fry) 一 yz 一 并 ) 一 we 1<Ce-L 
从 而 知 f(z,y) 在 域 0<z<1,0<y< 十 ce 上 的 最 大 值 小 于 e-:! 
例 22 设 困 数 zx= 一 zy 在 DCCzoyy),G) 内 二 阶 偏 导数 连 
继 , 且 万 (Czoyo) 一 0, 太 (rzoyyo) 盖 0. 证 明 ; UCyo;6), 使 得 VY y 
CEU(y0o;0),3 f(z;y) 关 于 工 有 一 个 极 小 值 g(y), 且 sg'(y)= 
fy (zo, yo). 
证 ”由 题 设 条 件 知 , 2 >0, 使 得 在 (zy 和 ) 的 方形 9 邻 域 
内 ,有 fsx (ZT,，y) 之 0. 又 由 题 设 条 件 知 ,f(x,yo) 在 (x。o,yo) 取 得 极 
小 值 jzoyyo)， 故 8066 >>0) ,使 得 在 (xo, vo) 的 方形 5, 领域 
内 , 当 工 之 zo 时 ,fv (zyy0) 之 0; 当 zz 之 zo 时 ,fw (x,yo) 这 0. 所 以 
了 0 字 0,0:>>0>>0, 使 得 当 yEU(Gye 0) 时 ， 
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1 (zo Oy > 0, f(ro— 6,,y) < 0. 
因为 Y yEU(y00),f(X,y) 关 于 了 在 Lzo 一 62,zo 十 和 上 连 
续 , 且 上 述 不 等 式 成 立 , 从 而 由 连续 了 沙 数 的 介 值 定理 知 ,j &€ 
[Xo 一 ,Xo 十 ,使 得 f'(§,y)=0. 
因为 (5,y)EU((zoyy0o);62) ,所 以 fe (E,y) 之 0. 杉 f(x，,y) 
关于 工 有 极 小 值 f(§,y)= 二 gl(y). 
而 /zy,yo) 关 于 zz 的 极 小 值 是 f(xo,yo)==g (yo). 
设 glyo 十 Az)= 二 f(z 3 十 Ay) 《|Ay| 二 6), 由 题 设 条 件 知 ， 
zy) 在 点 (Crzoyyo) 可 微 , 故 
f(x",yYo ct Ay) ~ f(zxo, yo) 
= ff (zo yo) (x — zo) + f(zxos yo)Ay + op) 


= fy (zoyyo)Ay + olp) (p= Vr — zr) Ay: —>» 0). 


/ 下 g (Yo Ay) — gyo) 
从 而 g' (Yo0) 一 Im TA 


Ay 
一 lim f (x, yo 十 Ay) 一 f(xo ， 30 ) 
上] 站 Ay 


一 fy (Xo，Yo) 十 lim 2 和 fy (xo, Yo). 
例 23 设 z==f(z,y) 在 有 界 闭 域 D 上 有 二 阶 连续 偏 导数 , 且 
2 Fz 、 4 
H+ Fi 0,379v 天 0; 证明:% 的 最 值 只 能 在 D 的 边界 上 取得 . 


证 ”由 题 设 知 ,f(zx,y) 在 DD 上 连续, 故 z 一 (zyy) 在 万 上 必 
取得 最 值 . 
用 反 证 法 . 设 z 二 f(zx,y) 在 DD C0020) 隘 坦 最 值 ， We 


条 件 知 ,7(z,y) 在 万 内 可 微 , 故 (zo,yo) 必 为 极 值 点 . 由 3 + 


Fz Fz Fz dz 1 Fzz 
dray ax23yz 一 二 7 二 < 0. 此 式 


2 
F570, 于 是 4C 一 8 一 Es 9r’ 9y” 


在 点 (zo,yo) 也 应 成 立 , 从 而 在 点 (zo,yo) 无 极 值 , 引 出 矛盾 . 这 样 ， 
z 王 (zx,y) 在 DD 内 无 极 值 点 ,所 以 最 值 只 能 在 DD 的 边界 取得 . 
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第 十 一 章 ” 隐 函数 定理 及 其 应 用 


第 一 节 ” 隐 函数 与 隐 呆 数组 


主要 内 容 


1. 设 XCR,7YCR ,函数 下 :XXXY-R 对 于 方程 F(x,y) 二 0， 
若 3 TCX 与 JCY, 使 得 VzEr, 恒 有 惟一 确定 的 yEy, 满 足 
RFCzyy) 一 0, 则 称 方程 确定 了 一 个 定义 在 7 上 、 什 域 含 于 yy 的 隐 力 
数 y 二 f(x). 恒等式 (rx,f(x)) 寺 0, XE€1T 成 立 . 
2. 惟一 性 定理 阁 函 数 玉 满足 下 列 三 个 条 件 : 
。 在 以 Pu(Czo,yo) 为 内 点 的 某 一 区 域 DCR: 上 连续 ， 
。 天 (zu,yo) 一 0( 通 党 称 为 初始 条 件 )， 
。 在 DD 内 存在 连续 偏 导 数 FF,(zx,y), 有 征 F,(xo, yo) 关 0， 
则 在 UC(PoO)CD 内 ,方程 F(x,y)= 二 0 惟一 地 确定 一 个 定义 在 某 区 
域 (zo 一 ayzo 十 a) 内 的 函数 y 二 f(z) ,使 得 
。 f(r0o)=yo TE (Crzo 一 ayzo 十 oa) 时 ,CCzy yz))EICP 且 
F(z, f(z))=0, 
。 f(x) 在 (xo 一 a,Xxo 十 0) 内 连续 . 
3. 可 微 性 定理 设 F(zx,y) 满 足 惟 一 性 定理 中 的 三 个 条 件 ， 
且 Ff,(zx,y) 在 DD 内 连续 , 则 由 F(z,y)= 二 0 确定 的 隐 函 数 y= 了 (zx) 
在 其 定义 域 (zs 一 ,zs 十 o) 内 有 连续 导 函 数 "(7z) 一 一 2 
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4. 若 函 数 已 满足 以 下 三 个 条 件 : 

(rt 在 以 点 Po(X? TTn,y ) 为 内 后 的 区 
域 DCR”"*' 上 连续 ， 

» FOr, 0, yy) =0, 

。 偏 导数 ,FF ,… 玉 ,FF 在 D 内 存在 并 连续 , 且 

F(x X22 Ti sy ) 天 0， 

则 在 UCPo) 必 内 ,方程 Cr,xs，"… ,Xns;y) 二 0 惟一 确定 一 个 定义 
在 Qo《z?,X2,… ,XT) 的 某 令 域 U(Qo)CR"” 内 的 nn 元 连续 蝴 数 y 一 
/Cri1,Xz，"…* ,Tan)， 使 得 

。 当 (Czzi…zo)ELCGo) 时 ， 

(Ti To Ta ff Tyr Ta)) E UCP,), 
且 FrZiy Za f Cri Ts ,Xi)) =0, 
多 一 了 (zlyz2， Tn) 

”yy 一 /zz yzo) 在 ULCQo) 内 有 连续 侦 导 数 1 ,六 

/; , 且 


——_ 1 — 各 对 各 TT 
fs 一 F, ) fs F, 和 ,了 一 F . 


5, 设 Flr,yyUvV) 与 G(XyyyUusv) 为 定义 在 区 域 VYCR* 上 的 
两 个 四 元 中 数 , 夺 3 平面 区 域 D,Y (x,y)ED, 有 区 间 J 和 KK 上 
惟一 一 对 值 WE€J,v€E 大 ,与 xz,y 一 起 满足 方程 组 
Fl(ryyyusv) = 0, G(r,ysuvu) 一 0， 
则 称 方程 组 确定 了 两 个 定义 在 DCR* 上 .和 值 域 分 别 含 于 .入 
的 隐 函 数组 4 二 f(x,y),v 二 g(rz,y), 恒 等 式 
F(xyysf ry) gry))E0, Glrxyy,f ryy) gr,y) 0 


aF,G) IF. hb, 
成 立 .行列 式 3 了 oy 一 G 6G. 


雅 可 比 (Jacobi) 行 列 式 . 
6. 硅 消 数 政 ,G 满足 以 下 三 个 条 件 : 
。 ECGzyyyau) 与 GZzyyy xu) 在 以 点 PCzoyyoytoyuo) 为 内 
* OUD，。 


称 为 呆 数 下 ,G 关于 变量 xz 的 


点 的 区 域 VCR' 内 连续 ， 
“ ECzoyyoytoyoo) 一 0,CGCroy yytoyoo) 一 0， 


:在 驻 内 ,P,G 有 一 阶 连 续篇 导数 , 且 J 一 号 在 点 P。 


不 等 于 零 ， 
则 在 VCPJCyY 内 ,方程 组 惟一 确定 定义 在 Qo(zxo,yo) 的 某 邻 域 
Qu 内 的 二 元 隐 国 数 zx 一 六 zy) 一 g&(xyy) ,使 得 
。 Uo=f (xo yo) vo—=g(Xoy yo); 且 当 (x,y) EU(Q,)N, 
(Ty zy) 8g TY)) EUCP,), 
Fl(rsysf (rT,y) g(r,y)) 三 0， 
Glr,yys f(r,y),g(r,y)) 三 0， 
f(r,y),g(X;y) 在 U(Qo) 内 连续 ， 
f(z,y),g(X,y) 在 U(Q,) 内 有 一 阶 连续 偏 导 数 


mu 1 qrF,0o) og _ 1 qaF,0) 
Ar J az) ”ar J Aur)’ 
mm 1 daF,0o) 90 1 9F,0) 
ay Ja ”aa J wu,y) 


7. 妇 数 组 w= 二 w(x,y),v 二 v(x,y) 及 其 一 阶 偏 导数 在 菜 区 域 
DCR:’ 上 连续 ,点 Po(Xxo,yo) 是 D 的 内 上 点, 且 uo=u (Xo yo) Do 一 


ozoyy) ;2 | 头 0, 则 在 点 Po (wo,v6) 的 某 邻 域 UCP, ) 内 存 
BCZyy) Pp, 


在 惟一 一 组 反 婧 数 x==x(u,v),y 二 ylu,v) ,使 得 zo 一 z(zxoyze) ,yo 
二 yl(woyvo), 且 当 (w,v)EU(CPo) 时 ,有 (xluyv) ,yl(u,v)) EU(P,) 
及 恒等式 

uw UTC) yu,v)), v= vu yu Vv) ). 


反 孙 数 组 在 UC(Po ) 内 存在 一 阶 连续 偏 导 数 


dr NW (u,v) ar md | glu,v) 
Re Day/ ax,y)’ NW 9ay/ 9(x,y) 
dy _ du |/ du,v) 9y _ du f du,v) 

uu er dryy)’ 加 9y/ DCZyy) 
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互 为 反 晒 数 组 的 本 数组 U—=u(TX,y) ;VU 二 V(XT;Y) 与 r=Xx(u sU) ”YC 
ylu,v) 的 雅 可 比 行列 式 互 为 倒数 , 即 
BCL sv) Q(T,Y) 四 


aa(Zyy) Bo 
疑难 解析 


1， 怎样 理解 惟一 性 定理 的 条 件 ? 

各 (1) 条 件 是 充分 的 但 不 是 必要 的 .例如 yi 一 x 二 0 在 点 
(0,0) 不 满足 FF,(zo,yo) 关 0( 事 实 上 ,FF,(0,0)= 二 0), 但 它 惟 一 确定 
连续 明 数 y= 二 x. 

而 F(zTyy) 王 (xX 十 yy 一 TX 十 六 二 0, 满 足 其 它 条 件 , 仅 因 
fy(zoyyo) 天 0 (Ff,(0,0) 二 0), 而 在 P(C(0,0);6) 内 不 存在 惟一 的 
隐 了 晴 数 . 

(2) 第 三 个 条 件 是 为 了 保证 在 UCP。) 内 下 关于 yy 严格 单调 而 
设立 的 ,可 减弱 为 “FF 在 U(P,) 关 于 vy 严格 单调 ”. 

(3) 大将 第 三 个 条 件 改 为 下 ,(z,y) 连 续 , 目 F(zo,yo) 关 0, 则 
结论 为 :存在 惟一 的 连续 函数 x 二 g(y). 

惟一 性 定理 是 一 个 局 部 性 定理 , 只 在 点 P(xo, yo) 的 某 邻 域内 ， 
F(z,y)= 二 0 惟一 确定 函数 y= 二 f(z). 而 在 大 范围 内 不 一 定 惟一 . 例 
如 ,下 (zy) 二 一 二 0. 在 一 co 过 XY 过 十 2 内 ,车 只 要 求 y=f (x) 
连续 ,有 四 个 解 :y 二 x,y 二 一 +,y 二 |x|,y 二 一 |zx1. 车 要 求 y= 二 f(x) 
可 微 , 则 有 两 个 解 :y==xz,y== 一 x. 车 要 求 满足 /(1) 二 1 且 连 续 , 有 两 
个 解 :y= 二 z+ ,y= 二 |z|. 若 要 求 满足 1(0) = 二 0, 则 仍 有 四 个 解 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 
一 、 隐 函数 及 其 偏 导 数 


讨论 隐 范 数 的 存在 主要 是 验证 隐 范 数 存在 的 条 件 是 否 满足 ， 
“308 。 


对 于 有 些 问题 , 则 可 如 疑难 解析 1 所 述 去 考虑 . 隐 上 图 数 的 导数 ,可 
在 确定 存在 连续 可 微 隐 也 数 的 前 提 下 ,应 用 复合 肾 数 求 导 法 求 出 ，; 
隐 毅 数 的 高 阶 导 数 可 用 同样 方法 求 得 . 

例 1 设 z 一 zyz)yy 一 y(z, zz 一 xz(zyy) 为 由 方程 


、 dgy oz 
F(Cz,y,z) 一 0 所 确定 的 隐 函 数 ,证 明 : 了 天 于 一 一 1 
2 
证 依 可 微 性 定理 ,= FO dR 天 ar EF， 所 以 
一人 只 -到 -到 = 
yar F, F, F.) 


例 2 > 二 Zz(X，y) 由 方程 y 二 z 十 Xz” 所 确定 , 求 二 sinz 的 


偏 导 数学 ， 子 3y 


解 令 下 (zyyz) 一 > 十 Z2z3 一 ] , 则 宁 一 1 十 3zzz? 天 0, 故 依从 


一 性 定理 ,对 y= 二 z 十 zx?zi 两边 微分 ,有 
dy = dz + 2xzidz + 3z2z2dz， 


dy 一 2zz dz 
让 dz = ] 十 3X’z’ 
加 coszdy 一 2xz’icoszdz 
又 du = Coszdz 一 Wr ; 
MH 27X2COSZ Di cosz 
于 和 是 ar 1 十 3zztz2?” Gy 1 + 3riz?' 
例 3 证 明 ; 设 z=z(zx,y) 由 方程 (xz 十 z/y,y 十 z/x) 一 0 所 


确定 , 且 (u,v) 具 有 连续 偏 导 数 , 则 z 一 zy 十 z 他 十 y 2 


证 依 隐 画 数 求 导 公式 , 设 x= 王 z 十 /yu 一 y 十 z/x, 则 下 一 
_z 过 上 1 
FF, ZF ,= yo， 故 


SF /TF, zhF,— riF, > 

ar F/y+F/rx XrF+yF, x’ 
5 一 (z/y YE, 十 下 ， ZE.—yF,. z 
9y F /y+ F,/zx TF yF, vy 


于 是 


2 dz 上 yzF,— TyF, TezE — ryrF, 
Yria ty Vt rp Ty + zh, + yF, 


加 2Z( ZE + yF,) 一 TYyCZE + yr,) 
= XY 十 ZE + Ye， 
一 Ty 十 一 XYy 二 &. 
: : : dz de 
例 4 在 上 半 椭 球面 二 十 到 十 去 一 1 (z>>0) 上 , 求 元 ,有 | 


2 pe 


解 设 PCr,y,z) 一 瑟 十 点 十 瑟 一 1 一 0,F. 一 中 >0, 故 隐 范 
数 往 在 .方程 两 边 分 别 对 x,y 求 导 ,得 


2z 2 2 
a’ a pT cay : 
1 RK_ Cr Roy 
解 得 ar az， dy 及 > 
例 $ 设 u=f(rz,z), 而 zCr,y) 是 由 方程 z=x 十 yp(z) 所 确 


之 oy 
A 此 Nu de 
元 二 访 十 六 元 ， 3y = /3 


dz 


ae 
AAA 一 一 st, 局 J rm 池 


fr 一 1， 了 一 KZz)， :二 yp (z) 一 1 


故 1 SP 
ax yP (z) 一 1 9y yp (2)— 1 


3z 3 
从 而 de 一 | 方士 万 革 | dz 十 户 守 dy 

1/ 7 PCY ) 

= | -|dz yp (z) 一 1 > 
例 6 证 明 : 由 方程 y= 二 xp(z) 十 Jw(z) 所 确定 函数 (Ty) 
一 dz de FF 宇 | 于 


清 足 方程 天】 天 一 2 下 入 坟 坟 + 到 | 和 一 


plz) + zg'(z) 人 F+W (2) 下 一 0， 


Xp Ce) 到 EY) 下 一 工 (zy 十 关 0). 
机 对 上 起来 几时 居 ， 
27 二 十 (z8 十 WD)| 守 | + (Czp' 十 峭 ) 2 一 0， © 
; 妈 7 1 和 全 / 1 ) QZ : 
? Ft Ft D+ 9' +y) Hi ©® 
(zy + y) | 字 本 + Czp' 十 几 ) 2 一 0， @ 


a9y’ 
Dx|S | 一 加 XxX2 元 +@X| |] ,得 
| 
(x9 +y) [2) ar’ “x 9y z+ | 全 | 二 |= ~ 
因为 rp ' 十 J ' 关 0, 故 


[二 可 一 ?二 本 国 让 大 


9y) ar: “dar 9y axzay ax dy 


例 7 设 方程 xz? 十 y: 十 z= 4z 确定 = 为 zy 的 函数 ， , 求 2 = 和 
2 
azay- 

解 ”对 方程 两 边关 于 zx 求 偏 导 , 得 


Gez 0z 
J y 
即 到 二 7 二 S) 


对 式 @ 两 边关 于 x 求 偏 导 ,得 


O21 Oz Oz 
2 十 2| 守 | tT 2 了 4 
9z 1 十 (az/ar)i 
| 372 ~ 2 一 - 之 * (6) 
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将 式 台 代入 式 他 ,得 


gz (2 一 > 六 十 工 


ie 


ar: (2 一 z)3 
又 对 题 给 方程 关于 y 求 偏 导 ,得 


J dz 
2y 十 2z Ei 
dy 
即 ay | 2 一 之 
对 式 急 两 边关 于 y 求 偏 导 ,得 
az 3 dz _ ,9 
ID! Ry Ry 
， dz RR/ .se/ay 
; aray LO— 
将 式 加 、 式 @ 代 入 式 @ ,得 
9z -ZL2 一 z) ?62 一 2 zy 
axzay 2 一 之 (2 一 z) 


CY 


例 8 设 汞 数 F(u,v) 有 二 阶 连 续 偏 导数 ,证 明 ; 方 程 


Xo ,>— 》 .0 
之 一 之 0 "一 之 


dz > 
(TT) 


9 
92z 32?z Oz | 
3z2 dy drdy 
让 zz _ (z 一 <o) 下 。 
Ax (Z 一 Xo, yo ydF, 
2 (z 一 Zo)F, 


Oy (Z 一 TOF, + Cy Oo yO)F, 
将 (xX 一 zo) XX 人 十 (vy 一 yo)XX 中 ,得 


o> Ne 
(TA) YY) 


式 多 两 边关 于 z 或 y 求 导 , 得 
“312 。 


二 0 所 确定 的 隐 哨 数 z= 二 z(x,y) 满 足下 列 方程 : 


9 z 2 9’z 
QT -二 -一 0 yaz 
gz IK 一 Xo “Zz 
9y y ~ yo OR 
将 上 述 两 式 相 乘 , 即 得 
atz aiz | Pe) 
ar’ 9y’ drgy 


例 9 设 函 数 pv) 具 有 一 阶 连 续 偶 导数 ,证 明 : 方 程 
plcx 一 az ,cy 一 bz) 二 0 所 确定 的 哨 数 z= 二 f(x,y) 满 足 


a od 
2 到 十 2 及 二 


证 设 w= 二 crt 一 az,v 二 cy 一 bz, 则 


0 -< 
3z 0 Rl— a 二 6 a on 
和 多 多 '0 二 9 _-  c 史 
9y pl—a)T Rb) a bp 
Ed de _ clap bp) 
改 40 a@, 十 b%, 
二 、 降 函数 组 及 其 偏 导数 


例 10 讨论 方程 组 
严 (Zyyy20O) 一 十 玉 一 于 一 一 0， 
oc 一 十 vv 一 XT 十 y= 二 0 
确定 的 隐 录 数组 w= 二 u(x,y) 与 v 一 v(x，y) 及 其 在 点 P(2,1,1,2) 
的 偏 导 数 . 
解 ” 因 为 F,(P)=2,F,(P)==4,G,(P)= 二 1,G,' = 二 1, 所 以 
AF,G) _ 1 4 
9( ,Uv) 1 1 
故 方 程 组 确定 了 一 个 隐 归 数组 w= 二 w(xz,y),v 二 v(x ,y). 
对 方程 组 两 边 分 别 关 于 zx,y 求 导 , 得 


一 一 2 尖 0. 


* 313。 


人 
/ ) 了 
9uu,' 二 2vU, — 27 = 一 一 0， 
令 
2uu, 十 2UU, 一 一 1 二 0， 
今 
wr 十 Ux 本 27 = 一 一 0， 


从 
~ 
Uy 二 vv 十 ] 二 0， 


和 (ZU 一 2) li 
解 得 Ur 一 My 3 Uy 9 (wy — ov) 
»’ = Tu 1) ,ll 
” 2 一 也 2(UL 一 忆 ) 
例 ll 设 /f(x,y,z) 二 zy’z , 且 之 9 人 9 之 又 满足 

Z2 十 内 十 xz 一 3zyz 一 0. 43 


(1) 设 z 是 由 方程 鸭 确 定 的 隐 范 数 , 求 f.(1,1,1); 

(2) 设 是 由 方程 鸣 确 定 的 隐 函 数 , 求 f.(1,1,1). 

解 (1) 因为 > 一 zGCzyy)， 所 以 f(r yy 2)=f (ry z(x,y)), 
依 复合 国 数 求 导 法 则 ,有 


f/f, = yz ry 。 3zz 玫 = y's 十 3 他] 


总 


cr Aax 


dz dz 
2TT e337 0， 


dx 
R32 4X 2 2 3 之 一 2 
全 而 知 2M peary™ /YX YT 97 2 
dz 
于 是 dx (dy 1， f:(1,1,1)= 2. 


(2) 此 时 ,f(x,y;z) 二 f(x,y(X,2),zZ), 有 
fi:= yz 十 Zez& 。 2y 学 一 yx"| y 十 27 2|. 
将 方程 入 两 边关 于 xz 求 偏 导 ,得 
9 9 
2z 十 27 之 一 3yz 一 3zz 于 一 0， 
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从 而 知 YI yz y 十 2z 32 |， 


or 2y 一 3zz 2y— 372 
dy 
到 — 11， I 9 | 一 -一 
于 是 az [0 ] fC(1,1,1) 


注意 题 (1),(2) 条 件 不 同 ,方程 罗 关 于 xz 的 偏 导 数 也 不 同 ， 
例 12 求 下 列 方程 组 确定 的 隐 范 数组 的 导数 : 


& 一 了 (zz 十 y)， dt gu 
(1) ， 求 元 ， 37 
UvU—g(u—X vy), TX or 
Tz 二 e" 十 wsinv， 3 3 NW No 
(2) 天 
yy 一 e 一 KKCOST ， 4 oy of 


解 设 x 一 x(zyy),o 一 DCzyy)， 
(1) 方程 两 边关 于 x 求 偏 导 , 得 

Ne 

有 于 一 万 十 于 |+ 疡 守 37， 

Ov 

于 = 一 1 + 28: 针 w 
ie 一 一 (2yogy 一 1 一 jz8 
QZ ( 工 方 ; ve Do ET 
gu 


ar (Xf — 1)(2yvg, 一 1) 一 fr g1 


(2) 方程 两 边 求 微 分 ,得 
人 十 Stnvdz 十 ucosvdv 一 dz， 


e"du 一 cosvdu 十 usinvdv 一 dy， 


即 1 十 sinv)dz 十 ucosvdv 一 dx， 
(e" 一 cosv)dzu 十 usinvdv = dy， 
1 Sinvdx — cosvdy 
解 得 du 一 e* (sinz 一 cosv) 十 1 
dw 二 (cosv 一 局 )dz 十 (sino 十 e*)dy 
ul e*(sinv 一 cosv) 十 ] | . 
A sinv 
从 而 ar e"(sinv 一 cosv)+1 
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-一 COST 


和 cos 
dy ee"(sinv— cosv) 二 1 


NW 
az 
3 


COSZ 一 ee- 
ule’(sinv 一 cosv) 二 1] 
90 SIDT 十 ef 
dy ufe’(sinv 一 cosv) 十 1 
注意 因为 所 求 不 同 , 所 以 题 (1) 只 对 工 求 偏 导 , 题 (2) 是 求 
微分 .两 者 是 有 区 别 的 . 
例 13 设 世 数 wu 二 wu《X，y) 由 方程 Uf (rT sy tt) gy, ,1) 


、 A Mu 
0,h(z,t)=0 定义 求 于 3 


解法 1 先 分 析 函 数 关系 ,分 清 哪 个 是 因 变 量 ,哪个 是 中 间 变 
量 , 哪 个 是 自 变 量 . 
由 g(y,z,t)= 二 0,h(z,t) 二 0 解 得 ,1,z 为 y 的 孙 数 , 代 作 = 
f(r，y,Z3t) 得 =wulx,y), 再 分 别 对 xz 和 yy 求 导 , 得 
ga Ma fd fd 
ar qr 9y Oy Re dy 3 dy 


崩 册 p(ys2,t)=0,h(z,t)=0 对 VY 求 导 , 得 


dg ,Bd Rd 
3y 1 Be dy Xdy 
ah dz ad dt 
Ry Ady 0 
解 得 dz __ BAR/NAgh) dz GR] Ag,h) 
dy 9y A/ az,t) dy 0y% Q(z ,tt) 
dz dt 


mu 9 Adz ard af,g,h) | ag,h) 


day 9y de dy 下 出 dy 本 (yyzyt) 9lz,t) 
f(x,y,z,t)—u=0, 
解法 2 eco 解 得 4,z,i 为 zx,y 的 
h(z,t)=0 
盟 数 ,利用 隐 函 数 求 导 ,得 
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af ,ofR NR dh 
dy dz gy oR 9y dy 


RH NM A 
把 汪 ， 却 ' 友 当做 未 知 数 ,利用 克拉 默 法 则 可 解 出 闻 ， 


例 14 设 y==f(zr,t),t 是 方程 f(z,y,t) 二 0 确定 的 xz,y 的 


af oF 9f oF 


WH dy W 
、 y 一 了 (zt)， 
证 “方程 组 确定 隐 汞 数组 
Fl(r,y,t)=0 
1 
t=t(x). 
方程 两 边关 于 工 求 导 ,得 
dy _3f ,af dt dy_af dt _3f 
dz dr Adzr’ 妈 dr 和 dz Ax’ 
ap apdy ,aF dt _ aFdy ,aF dt _ _aF 
ar Bydr Wdr daydx Adz Aar: 
解 方 程 组 ,在 条 件 
， _2 
od ar 9af oF 
D 一 一 一 十 一 一 天 10 
aF aF 2 s 下 VR 9y 
Oy Xo 
of 对 | yap_af a 
, dy 1! 收 KE ara Ha 
Mi TD| gp Rl Ey 
i dy a dF KH dy 
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例 15 验证 方程 组 
Xx: 一 ycos(uv) + z= 0, 
| 二 y: 一 sin(uv) 十 2x 一 2， 

ZXy— SINnucosv 十 zz 一 0 
在 Polxos yorZo Uo V0) = (1 ,1,0,7/2,0) 
的 邻 域 满足 隐 图 数组 惟一 性 定理 条 件 ,在 点 Cr/2,0) 的 邻 域 存在 惟 
一 一 组 有 连续 偏 导 数 的 函数 组 

T=XuU v0) Y= yu VU) ,= ), 


并 求 空 , 字 在 点 了 的 值 . 


F(xryy uv) =—=r— ycos (uv) + z’, 
证 设 (CCzZyyzyao0) 一 2 十 六 一 Sin 十 2 一 2. 可知， 


F(T ys UV) 一 yy 一 SInUCOS 习 十 之 ， 
(1) EPE 的 所 有 偏 导 数 在 点 已 , 的 邻 域 连续 ; 
(2) Fi(Po)=F,(Po)=F, (Po)=0; 


CF PF,) 2 —CcoOs(uv) 27 
QF ,Lh -- 
(3 ) “一 了 p 2X 2y 4z | = 二 6 关 0. 
了 二 P， 
改 由 定理 知 , 方 程 组 确定 惟一 的 有 连续 偏 导 数 的 隐 消 数组 
=X(u Uv), 一 y(wv), = (u,v). 


对 原 方程 组 中 每 个 方程 分 别 关 于 xz 求 偏 导数 , 则 (对 zx 的) 


az dy . 4 
2 元 COS(ZT ) 十 yvsin(uwv) 十 2z 元 一 0 ， 


ar 9 > 
on 


+ ro 人 心 一 COSzZCOSZ 十 == 0., 
将 字 , 字 和 


ue 
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一 yvsin(uv) 一 COSCKD) 22 


VCOS (wv ) oy 4 
Ax COSUCOSvT I ] ip 
2 P, | — COS(uU) 2% 和 
i 
类 似 可 求 得 空 | 一 区 
1 iP 12 


例 16 设 z=e" 十 wy=e* 一 小 , 求 反 函 数 的 偏 导 数字 
解 ”本题 可 看 做 对 方程 组 
fn 一 TT 一 ee 一 uw 二 0， 
F(XyysuUsv) = y—e—v =0 


所 确定 的 隐 冰 数组 w= 一 u(x,y),v 二 v(x,y) 求 偏 导数 . 由 于 = 


人 4 处 处 不 为 零 , 故 对 方程 组 两 边关 于 工 求 偏 导数 ,有 


1 一 er 十 3uu,, 
1 一 eur 一 3v mr ， 

解 方程 组 ,得 
6 一 (e "十 9x2v2 )v,’, 


Ov e”™ 
故 Jr tee 


例 17 设 z 一 一 xcos 一 ,y 一 USIN 一 , 求 一 一。 -一 ,一 


解 ”方程 组 工 一 xcos yi 一 确定 隐 函 数组 x 一 
J ,UU(TX, Yy). 对 方程 两 边关 于 二 求 导 ,得 


_m Do 0 dv ou 2 
i = COs xw Sin [CE “下 / |， 
0 = Fsin + ucos 2| uw v pat 

GZ ox 


也 vo . do 
cos — 十 一 sin 7 Sin 元 一 上 | 
即 
vU via vv 
Sin 一 一 一 C0S 一 | 一 二 cos 一 一 二 0 
u ul ar u or 
COS 一 十 一 St 一 一 Sin 一 - 
uw i [A i 
因为 D = 一 ] ， 
,VU VU 了 VU 
Sin 一 一 一 COS 一 coOs 一 
nu u u u 
用 克拉 默 法 则 解 得 
1 一 Sin 一 
du 1 
元 一 方 — COS —， 
0 COS — 
cos 一 十 一 Sn 一 1 
中 = 一 cos 一 一 sin 一 
ar DD) 
sin 二 一 一 cos 二 0 
于 uw 
类 似 地 ,方程 两 边关 于 y 求 导 , 得 
2 sin <, VvinT cosT. 
Oy u Oy u u wu 
例 18 设 z 二 f(z,y), 作 变量 代 换 X= 二 uv,y= 二 (uw 一 vw*)/2, 将 
3e 1 Ge 1 _ 
方程 | 下 | 十 | 衬 ] 一 1 用 = 关于 新 变量 的 导数 表示 ， 


解 ” 设 变 模 公式 的 道 变 换 w= 二 u(x,y) ,v= 二 v《zx,y) 存 在 , 则 
X_N NU KK rN 


江 T y 
对 逆 变 换 组 分 别 关 于 zx 和 y 求 导 ,得 


du QU du Ov 
] F773) 上 一 光一 有 7 
ue ov du Ov 
0 = ar™ ar QO ay” 十 dy 
由 克拉 上 默 法 则 解 得 
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代 人 得 
de 


守 _ 1 |/,， 灾 
az zw 十 地 | 
从 而 原 方程 变换 为 


or uv 
do — UV 
dy w+ vw 
Ge 1l 


主要 内 容 


一 、 几 何 应 用 


]. 平面 曲线 方程 F(x,y)=0 在 所 Po《xo，yo) 的 邻 域内 满足 
隐 和 如 数 定理 条 件 , 在 Pu 附近 确定 隐 函 数 y= 二 f(x), 则 曲线 在 点 PP。 


有 


切线 方程 ， F(Tos Yo) (TT) FE, (ro yo) (yO— yo0)=0, 
法 线 方程 ; 下-(Zzoyyo)(Z 一 Zo) 一 下 (CCzoyyo)Cy 一 yo) 一 0. 


2. 空间 曲线 方程 :| 


F(T,y,z2)=0, 


G(r,y, z)=0 在 点 Po (Xos yos20) 的 邻 


域 满足 隐 函 数组 定理 的 条 件 , 则 在 点 Ps。 附近 确定 隐 函 数组 < 一 


Pz),y 二 J(z), 于 是 曲线 在 点 Po 有 


切线 方程 。 FO) 


9d(y 之) P 


BCz ,I) P 


Yo 


9(XT,Yy) P 


之 一 之 0 


» 
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aCF ,G) a(F ,G) 
法 平面 方程 : 9Cy,z) p ‘TTo) a(z, xT) p CY yo ) 
ACF ,G0) 
十 (x,y) p ‘2 0) =0. 


3， 曲面 方程 f(x,y,z) 二 0 在 Polzo;yo;z0o0) 的 邻 域 满 足 隐 消 
数 定 理 条 件 ,在 P。 附 近 确 定 隐 函数 z= 二 f(x,y), 使 得 当 z= 
FCzoyyo) 时 ,曲面 在 点 Po 有 
切 平面 方程 :F(xos, yoy20) (TO— xo) Fxos yo,20) (yO— yo) 
十 下 szoyyoyzo)(z 一 zo0) 一 0， 


一 0 了 一 yo 忌 一 之 0 


二 、 条 件 极 值 
1， 附 有 约束 条 件 的 极 值 问 题 称 为 条 件 极 值 问题 ,其 一 般 形式 
是 :在 条 件 组 
和 (ZN 一 0 有一 1,2, ,7 (7 Tn) 
的 展 制 下 , 求 目 标 函 数 y= 二 f(zi,z2，,…,X,) 的 极 值 . 
2. 一 般 条 件 的 拉 格 朗 日 消 数 是 
LT Ta Toy An) 


一 (ze 十 DAR ST Tm) , 


其 中 记 . ,4 ，,… ,A 称 为 拉 格 朗 日 乘 数 . 

3. 求 以 上 第 1 点 所 述 的 条 件 极 值 问题 . 

者 和 GC(k 二 1,2,…,m) 在 域 D 内 有 一 阶 连续 偏 导 数 ， 
Po(zI rz) 是 上 述 问题 的 极 值 点 , 雅 可 比 矩 阵 


op pp 
dr! ar， adr, 
or oar, AT, 
cg Np Np 
az dr, dx 
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的 秩 为 mm, 则 存在 mm 个 常数 4A, 2 ， ,A 使 得 (x1”， 1 
zi ,hp ,… ,A ) 为 拉 格 朗 日 函数 的 稳定 点 , 即 (zi zi，…， 
Xx ;A A,… ,A ) 为 下 面 nm 个 方程 的 解 : 


A NS- 
[sa | 


[| 


La = 一 PTis Tas T) 二 0， 


La 一 Pn CT1 Ta XT,) 一 0. 


疑难 解析 


1. 拉 格 朗 号 乘 数 法 在 求 条 件 极 值 时 有 什么 意义 ? 

答 ”过 去 ,我 们 都 是 用 消 元 ( 减 元 ) 的 方式 来 求解 问题 的 , 即 把 
约束 条 件 中 的 变量 解 出 代入 目标 函数 ,减少 目标 函数 中 变量 的 个 
数 , 然 后 用 求 偏 导数 的 办 法 来 确定 函数 的 稳定 点 .但 是 ,从 条 件 组 
中 解 出 ”个 变量 非常 麻烦 ,而 且 不 总 能 实现 所 以 ,用 消 元 法 解 条 
件 极 值 问 题 不 一 定 能 成 功 . : 

拉 格 朗 日 乘 数 法 是 一 种 升 元 法 . 在 拉 格 朗 日 函数 中 变量 增加 
了 和 个 ( 即 几 ,um). 这 是 一 种 求解 条 件 极 值 的 有 效 方法 . 拉 
格 朗 日 乘 数 法 只 给 出 了 到 条 件 极 值 的 必要 条 件 , 因 此 ,满足 条 件 的 
点 只 是 稳定 点 ,不 一 定 是 条 件 极 值 点 或 最 值 点 . 导数 不 存在 的 点 也 
可 能 是 极 值 点 . 

条 件 极 值 通常 都 用 来 解决 最 大 值 和 最 小 值 问题 ,所 以 在 用 拉 
格 朗 日 乘 数 法 求 得 稳定 点 后 ,一 般 只 需 通过 比较 函数 值 , 即 可 确定 
是 最 大 值 还 是 最 小 值 . 当 稳定 点 惟一 时 ,可 以 根据 问题 的 实际 意义 
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来 确定 它 是 最 大 值 点 还 是 最 小 值 点 . 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 隐 函数 的 几何 应 用 问题 

当 所 给 曲线 和 曲面 的 方程 是 以 隐 范 数 或 隐 丽 数组 形式 出 现 
时 , 求 它们 的 切线 或 切 乎 面 时 就 要 用 隐 困 数 或 隐 函 数组 的 微分 法 . 
因此 ,要求 我 们 首先 审视 它 是 否 满足 惟一 性 定理 条 件 , 是 否 存 在 隐 
负数 或 隐 当 数组 ;下 看 是 否 满足 可 微分 定理 ,并 求 出 偏 导 数 ; 最 后 
依 公 式 求 出 方程 . 
2 一 1 ， 
求 其 在 点 PC1,1,1) 的 切线 
ZX 一 2y 十 之 二 0， 


zy 
例 1 = 


方程 与 法 平面 方程 . 
2 2 2 
、 F( sy ) 一 二 一 十 二 一 9 
解 | 2) 了 14 ”2 1' 求 偏 导 数 ,得 
CCZyyyz) 一 工 一 2y 十 z， 
F,=27r, F,=2y, 下 一 >; 


GC, 二 1， GCG, 一 一 2， -二 1], 
则 由 线 在 点 己 的 切线 的 方向 向 量 
F, F.| IF, F,| |F, F, 
$= 9 9 
G, G.| |G, G,| IG, G, | Pr 
1 i411 1 
-| lil 2||32 -全 二 中 
一 2 1|11 1 1 一 2 
切 乡 . Z 一 上 2 一 1_z 一 ] 
故 ”切线 方程 : 1 a 
法 平面 方程 : 5(zx 一 ]) 十 (y 一 1) 一 3(z 一 1]) 二 0， 
即 5Zz 十 y 一 3z 一 3 一 0. 


例 2 求 笛 卡 龙 叶 形 线 2(zs3 十 好 ) 一 9zy 一 0 在 点 (2,1) 的 切线 
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方程 与 法 线 方程 . 
解 ” 设 Flr,y) 二 2(T 十 y) 一 9zy; 则 FF 二 6zx: 一 9y,F, 二 6y: 
一 9z 在 全 平面 连续 , 且 FF,(2,1)= 二 15,F,(z,1)= 二 一 12 关 0. 故 依 公 
式 知 
切线 方程 : 15(z 一 2) 一 12(03y 一 1) 一 0， 即 5z 一 47y 一 6 一 0， 
法 线 方程 : 一 12(z 一 2) 一 15(y 一 1) 王 0， 即 4z 十 5y 一 13 一 0. 
ZX 十 y 十 z: 一 2y 二 4， 


例 3 求 曲 线 7 在 点 (1,1, 一 2) 的 切线 
TX 十 y 十 和 二 0 
方程 与 法 平面 方程 . 
解 ” 用 推导 公式 的 方法 求解 .方程 两 边 对 xz 求 导 ,得 
2z 十 2y 实 十 22 氏 一 2 颈 二 0， 


解 方程 组 ,得 


于 是 | = 


dz (l,l1,.—2) 2 dz {tll,—2) 


即 切线 在 点 (1,1, 一 2) 的 切 向 量 $s 二 (1, 一 3/2,1/2). 故 


切线 方程 : =， 

法 平面 方程 : 2z 一 3y 十 z 十 3 一 0. 

例 4 求 球面 x 十 y? 十 z:==6 与 抛物 面 z==x? 十 y? 的 交 线 在 点 

(1,1,2) 的 切线 方程 . 
角 i 
G(r,Y 2)=XT yy 一 之 ， 

F. 二 2X， EF, 一 2y,， F 
Cr 一 27，C, 一 2y，C. 一 一 1. 


则 求 得 切线 在 点 (1,1,2) 的 方向 向 量 


~ 
2 


6， 
求偶 导数 ,得 


F,. FF, 
CG, Cr， 


F, Fk, 
G. G, 


全 


F, Fk. 
| le | 
故 切线 在 点 (1,1,2) 的 切线 方程 为 

ZX—1 yy 一 1 上 一 :2 


|= 《一 10,10,0). 


l — 1] 0 

例 $ 已 知 曲 面 F(x,y,z)= 二 0,G(z,y,z) 二 0, 求 ; 

(1) 此 两 方程 能 确定 一 条 过 点 P(ro,yo,zo) 的 曲线 的 条 件 ; 

(2) 上 述 曲 线 在 点 P 有 切线 的 条 件 ; 

(3) 上 述 切 线 平 行 于 xz 轴 的 条 件 ， 

解 (1) 当 函 数 忆 和 G 在 点 已 邻 域内 有 连续 偏 导 数 , 且 
(RN)。(CcyC) 天 0 时 ,两 方程 能 确定 一 条 过 点 尸 的 曲 

F, F.| IF, F,| IF, FF, 


线 . 因此 ,此 时 
| :| |c。 Gi| |G, | 


的 三 个 分 量 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 隐 函数 存在 . 
(2) 在 题 (1) 的 条 件 下 , 切 向 量 s 存在 , 故 曲线 在 点 P 有 切线 . 


» $ 


(3) 当 二 0 “fF “= 天 0 时,t 
G, G.| IG. G,| ceG， 时 , 急 线 向 
量 为 (0,0,a) ,切线 平行 于 > 轴 . 


例 6 求 曲面 xz? 十 yy 十 z*=4 过 直线 7 的 切 平面 方程 . 
全 
人 2z 十 yy 一 (0. 
解 ” 设 切 点 为 Po(Czo,yoyzo), 曲 面 在 点 Po 的 法 向 量 
7 一 (2zoy2yoy2zo)， 
而 过 直线 / 的 平面 束 方程 为 
4X 十 2y 十 3z 一 6 十 4A(2X 十 y)= 二 0， 
印 
(4 十 24) 六 十 (2 十 人 )y 十 3z 一 6 一 0， 
依 题 意 , 得 联 立方 程 组 
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4 十 24 2 二 A 3 


2z，， 2y,o zo 
(4 十 24)7zo 十 《2 十 4)yo 十 3zo 一 6 一 0， 
Z0 十 30 十 中 一 44. 
解 得 2t(T3 十 yy 十 2z2) 二 6， 二 3/4，4= 二 一 2. 
于 是 , 切 点 为 P。(0,0,2), 切 平面 方程 为 z= 二 2. 
例 7 在 椭 球 面 xz? 十 2y: 十 z? 一 1 上 求 一 点 ,使 得 过 该 点 的 切 
平面 与 平面 x 一 y 十 2z 二 0 平行， 
解 设 Flr,y;z) 二 TT 十 2y: 十 zz 二 1];, 则 FF 二 2x,F,= 二 4y,F， 
一 2z, 则 在 点 (xo, yoszo) 的 法 向 量 p= (zo ,2yo ,zo). 
又 已 知 平面 的 法 向 量 n1= 二 (1 ,一 1,2) ,由 平行 关系 ,得 


Xo 2 yo Zo pp | 
1 一 2 “0 2 “0 24 


于 是 ,由 让 十 2( 一 4/2) :十 (2 一 1] 得 ==2/11, 即 4 二 十 V2/11. 
故 所 求 点 为 {十 V2711， 二 W2711/2， 土 2 V3711). 


例 8 证 明 : 所 有 与 曲面 :一 zf[ 之 | 相 切 的 平面 都 相交 于 一 


证 设 Fzsysz)=z/[ 尖 | 一 z, 则 PF. 一 /|[ 兰 ) 一 郑 F|[ 郑 ]， 
F,=f | 学 | ,下 .二 一 1. 所 以 ,在 曲面 上 任 一 点 (zo,yo,zo) 的 切 平面 


方程 为 
-各国 Jr 划 e-w 
一 《xz 一 zo) 一 0， 
4 
一 一 zo 十 ze 一 0. 


显然 ,点 (0,0,0) 满 足 上 述 平面 .所 以 曲面 在 任 一 点 的 切 平 面 都 相 
交 于 一 点 (例如 原点 ). 

例 9 证 明 : 曲 面 Yz 十 Vy 十 Vz 二 Ya (a>>0) 上 任 一 点 
的 切 平 面 在 各 坐标 轴 上 的 规 距 之 和 等 于 常数 a. 

证 设 Rzy,z)=VZz 十 Vy 十 Vz 一 Ya, 则 
F 1 六 ] 


ar 
J 


2vT ”2wy ”2Vz 
故 在 曲面 上 任 一 点 PCzoyyoyzo) 的 法 向 量 为 


n= (1/ Vzosl/ Vyosl/ Zo ) 


从 而 过 点 Po 的 切 平面 方程 为 


(zx 一 Xo) 十 ty 一 yo) 十 L(y 一 zo) 一 0， 


FF, = 


即 一 三 二 于 十 -二 Vro+ Ny+ Vm Va, 
V zo »0 之 0 
化 简 ,得 二 十 > 十 = 一 1], 
VY an W QYo VY azo 
所 以 , 截 中 之 和 为 


d= ValVzr + Vy + zo) 一 Va Va =a. 

例 10 设 Flu,v) 具 有 一 阶 连续 偏 导数 ,a,b,c 为 非 零 常数 . 
证 明 : 曲 面 F(az 十 bz,by 十 cz)= 二 0 的 任 一 切 平面 都 平行 于 基 定 吉 
线 /. 

证 只 和 需 证 切 平 面 的 法 向 量 与 一 常 向 量 正 交 . 令 x 一 az 十 pz， 
v 二 by 十 cz, 则 曲面 下 在任 一 点 P(x,y) 的 切 平 面 的 法 向 量 为 

n= (Fs,F,,F.) = (aF,,bF,,bF, + cF,)|;, 


显然 n* (b/a,c/b,—1)=0. 
即 4 与 $s 二 (6b/a,c/b, 一 1) 正 交 . 也 就 是 过 曲面 玉 上 任 一 点 的 切 平 
面 与 方向 问 量 为 $ 的 直线 平行 . 
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1; -一 -一 一 
"pa cp 一 1 
二 、 条 件 极 值 问题 
条 件 极 值 的 求解 问题 一 般 是 求 函 数 的 最 大 值 与 最 小 值 问 题 ， 
所 以 ,我 们 通常 只 党 求 出 稳定 点 ,然后 由 实际 问题 来 确定 它 所 对 应 
的 函数 值 是 否 最 值 ,是 最 大 值 还 是 最 小 值 . 为 了 易于 求解 ,目标 孙 
数 要 取得 尽量 简单 .例如 ,目标 函数 f==zyz 可 取 作 g==lnzr 十 lny 
十 lnz, f= 二 w(z 一 Ca)2 十 (y 一 0 可 取 作 f= 二 (rT 一 Qa)" 十 (y 一 6)*. 详 
见 例题 . 
例 11 将 正 数 a 分 解 为 三 个 正 数 ,使 其 的 倒数 之 和 为 最 小 . 
解 设 三 个 正 数 为 z,y,z, 则 问题 即 为 求 目标 函数 
Jj (zyyz) 一 1/z 十 1/y 十 1/z (zyz E (0,a)) 
在 约束 条 件 x 十 y 十 z 二 a 下 的 最 小 值 . 
建立 拉 格 度 日 肾 数 
L(xXsy 2;4) = 1/z 二 1l/y 二 1/z 二 Ai(z 二 y+ 十 zz 一 a)， 
对 各 变量 求 偏 导数 ,得 
LL 二 一 ]/x* 十 A 二 0， 
L,=~ 1/y 十 4 一 0， 
L. =— 1/z* 十 A 二 0， 
Li= xXxyz—a= 0. 
显然 + 二 y= 二 z, 解 方程 组 ,得 
r=y=z= Ya, A=a ’,. 
因 稳 定点 惟一 ,而 实际 问题 必 有 最 小 值 , 故 点 (Ya,Ya,Ya) 
为 最 小 值 点 ,最 小 值 f( Ya ,Ya,Ya)=3/%a. 
例 12 在 过 点 (2,1,1/3) 的 所 有 平面 中 , 求 出 与 三 坐标 面 围 
成 立体 体积 最 小 的 平面 . 


和 设 所 ; 7 以 有 有 14.1 
解 设 所 求 平面 方程 为 二 十 二 十 志 一 1, 则 必 有 二 十 广 十 二 一 


* 329。 


] 为 约束 条 件 . 故 问题 即 为 函数 六 二 abc/6 在 条 件 过 十 十 十 志 一 1 
下 的 条 件 极 值 . 因为 V=abc/$6 与 f= 二 lna 二 ln6 二 lnc 在 相 同 的 级 入 
点 , 故 取 拉 格 朗 日 函数 为 


Lla,b,c;A) = na 二 ng 十 Inc 十 类 芝 十 去 十 支 一 1 . 


1 
vb 3c 


求 偏 导数 ,得 方程 组 


= 一 2 二,， 
人 A 
] A 
= 太一 万 一 0 2 
) ; 一 b= A, 
全 二 去 一 天 二 0， c 一 人/ 3. 
[4 二 二 十 二 六 十 去 一 1 ] ， 


将 a,b,c 作 人 第 而 六 得 人 一 3， 故 2 一 6,0 一 3,c 一 1 ,所 求 平面 方程 


为 十 写 十 了 二 1. 最 小 值 V(6,3,1) 二 (6X3X1)/6=3. 


例 13 有 一 座 小 山 , 设 其 底面 为 xoy 平 面 ,底部 所 占 区 域 
二 4(z,y) zi 十 一 XZy 信 75), 小 山 的 高 度 逊 数 为 AZyy) 一 75 一 并 
—y 十 zy. 

(1) 设 Polzoyy0o) 为 DD 上 一 点 , 问 h(z,y) 在 该 点 沿 平面 上 什 
么 方 癌 的 方向 导数 最 大 , 写 出 最 大 方向 导数 g(Czo,yo) 的 表达 式 . 

(2) 在 DD 的 边界 线 刀 十 多 一 区 和 75 上 找 出 使 g(x,y) 达 到 最 
大 值 的 点 ,作为 攀登 该 出 的 起 点 . 

解 (1) 因为 , 沿 梯度 

gradh (xz,y) |), 一 (yo 一 2zoi 十 (ze 一 2yo)7 


方 同 的 方向 导数 最 大 ,最 大 值 为 梯度 的 模 , 故 


g(Xo, Yo) = VY (yo 2Xx0)° 十 (Xo 一 2yo) 
一 W 5Xi 十 Dy 一 8Zoyo， 


“30，。 


(2) 令 f(r,y) 二 pg:(T,Yy) 二 5X 十 5y 一 8xzy, 约 东 条 件 为 x 十 
y: 一 ZXy 二 75, 建 立 拉 格 朗 日 孙 数 
ZK(zZyyyA) = 57 十 5y:— 8zy 二 A(X’ 二 y ~ ry— 75), 
求 偏 导 数 , 得 


L,= 10rx— 8y+t+A(y— 2x) = 0,， 并 一 人 一 十 AAA 7 , 
二 TX 十 y 一 XxXy 一 75 二 0， A 二 2. 


得 到 四 个 稳定 点 Pi(5, 一 5), Ps( 一 5,5), Ps(5 V3,5 w3)， 
Pi,( 一 5 V 3 ,一 5 VY 3 ). 求 得 

f (Pi) = f(P,) = 450, JP = f(P,) = 150, 
故 选择 点 已 (5, 一 5) 或 己 ;( 一 5,5) 为 攀登 的 起 点 ， 


例 14 在 第 一 卦 限 内 作 椭 球面 = 5 十 站 十 十 乞 =1 的 切 平面 使 


得 切 平面 与 三 坐标 面 所 围 四 面体 体积 为 最 小 , 求 切 点 坐标 
解 设 切 尽 为 已 ozoyyoyzo), 则 切 平 面 方 程 为 


六 十 六 十 六 = ee 
则 目标 函数 为 了 一 花 全 < ,约束 条 件 互 十 发 十 所 一 1. 建立 拉 格 朗 
日 消 数 
L(x, ,254) = xyz + A = 三 十 艺 十 五 一 1 


注意 这 里 化 为 求 最 大 什 问 题 了 . 求 偏 导数 ,得 


A 
L.= yz + x =0， 


cn 
地 
| 
SN 
以 
十 
~ 
© 
CO 


I 
| 
9 

~ 

十 

| 

RN 
| 

> 
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将 第 一 、 第 二 .第 三 式 分 别 乘 以 x,y,z, 可 解 得 


一 3TYZ 
2A 


六” yy 人 
下 
4 y= ~ =— 
V3 V3 


- 霹 由 于 稳定 氮 惟一 ,实际 问题 又 必 有 最 小 值 , 故 所 求 氮 为 


代 人 第 四 式 , 解 得 zyz 一 一 人 4， 从 而 解 得 工 一 


a 0 
V3 V3 V3l 
例 15 证 明 不 等 式 于 记 六 之 之 2, 其 中 之 1,z 之 0,y 之 0 
证 将 不 等 式 证 明 化 为 求 最 值 问 题 . 
设 目标 函数 f(x,y) 二 Cr" 十 y )/2, 约 束 条 件 为 :x+ 十 y=c (ce 全 
0,z 之 0,y 之 0), 则 拉 格 朗 日 函数 为 
L(zsy;A) = (7 二 y)/2 十 A(ZX 十 yy 一 cc). 
求 偏 导数 ,得 
L, 一 HA/2 十 4 一 0， 
L,=ny /2+Ai=0, r= y= c/2. 
LS 二 TX 二 y—c¢c=0. 
为 1 (zx,y) 在 第 一 象限 内 有 界 闭 线段 x 十 y= 二 c,Xx 之 0,y 之 0 上 连 
续 , 故 问题 必 有 最 大 值 和 最 小 值 . 比较 点 (c/2,c/2) 和 两 端点 
(0,c),(c,0) 上 消 数 值 ,有 
fe,0) = fC(0,c) = c"12 之 c/2c72) = (c/2)", 
所 以 , 欧 数 f(z,y) 在 点 (c/2,c/2) 取得 最 小 值 , 即 
> | 引 - |。 
例 16 求 二 次 型 f(z,y,z) 二 azx’: 十 by? 十 cz!: 十 2dyz 十 2ezz 十 
2j zy 在 球面 x 十 y: 十 z* 二 1 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
解 ”球面 x 十 yy 十 z* 二 1] 上 的 点 可 表示 为 


X= costsing, y= sinbsing, z = cosg, 


Po 


nH 
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其 中 0 二 0 所 27 ,0 二 qx; 则 FCzryy,z) 化 为 gC(0,9), 且 gC(0,9) 在 DD 
二 (4(9,9) |0 夺 9 夺 27x,0 夺 qx} 上 连续 , 故 g (0,9) 存 在 最 大 值 与 最 
小 值 .建立 拉 格 朗 日 本 数 
CTyyy2zsA = F(T,y,2) + A(X 十 yy 十 2). 
对 工 求 偏 导 数 , 得 方程 组 
L,= 2(art 二 fy ez) — 2iAr = 0,， 
一 2(Cz 十 by 十 dz) 一 24y = 0, 
.一 2(0z 十 dy 十 cz) 一 2hz 一 0， 
(a 一 4)z 十 jy 十 ez 一 0， 
即 [t+ 
etdy++(c~— iz= 0. 
线性 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 是 方程 的 系数 行列 式 等 于 零 , 即 


QZ 一 从 e a ff e 
/ b—iA d | 二 0 或 A 二 | D da 
e d c— A e d rc 
有 特征 值 4. 


将 X= 二 xo,y 二 yo,z 二 zo 代入 线性 方程 组 ,并 以 zo,yo,zo 分 别 
滋 以 方程 组 第 一 .第 二 、 第 三 式 后 相 加 ,得 
az0 十 byo 十 czi 十 2d yozo 十 2ezozo 十 2f royo 
一 ACzo 十 y3 十 22). 
因为 zo 十 yo 十 zo 二 1, 即 得 4 二 F(xo,yo,zo) ,函数 值 恰 为 f(x,y,z) 
在 单位 球面 上 的 最 大 (小 ) 值 . 即 证 明 二 次 型 f(x,y,z) 在 单位 球面 
上 的 最 大 (小 ) 值 正好 是 其 矩阵 的 特征 值 . 
反之 , 设 4 为 矩阵 4 的 一 个 特征 值 , 设 其 对 应 特征 向 量 a== 
(z,7,z), 则 
(a 一 人 rz 十 人 十 z= 0， 
fi (6b— y+ dz = 0, 
e 元 十 dy 十 (c 一 人 z 一 0. 
以 三 ,yz 分 别 飞 以 第 一 、 第 二 、 第 三 式 后 相 加 ,得 
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f(z,y,2) 一 4. 
证 明 4 的 任 一 特征 值 等 于 f(x,y,z) 在 单位 球面 某 点 处 的 值 . 
从 而 知 , 二 次 型 f(z,y,z) 在 单位 球面 上 的 最 大 值 与 最 小 值 确 
实 存 在 ,分 别 是 其 矩阵 的 最 大 特征 值 与 最 小 特征 值 . 
例 17 求 抛物 线 y= 二 x 与 直线 x 一 y 一 2 二 0 间 的 最 小 距离 . 
解 ” 设 (rz,y) 是 y= 二 x* 上 任意 点 ,u,v) 为 u 一 v 一 2 二 0 上 任 
意 点 , 则 两 点 间距 离 d= V(x 一 ww) ?十 (y 一 v)?. 
因为 2 与 有 相同 的 最 值 点 , 故 拉 格 朗 日 函数 为 
CCTV ;A ,A,) 
二 (Tu) TCy—v) 二 (Cy 一下) 十 各 (zx 一 了 一 2). 
对 工 求 偏 导 数 , 得 
L, = 2(rz— 8) — 2N7x = 0, 


L,= 2(y— v)—1=0, r= 1/2, 
7 一 一 2(z 一 2 十 必 一 0， y = 1/4, 
Li=—2y—v)—h=0 ,= 11/8, 
[一 yy 一 工 一 0， v 二 一 5/8. 


Li; =u—v—2=0, 


由 于 稳定 点 惟一 ,而 问题 必 有 最 小 值 . 故 点 | 却 , 芽 ,总 , 一 立 | 即 为 


最 仆 值 点 ? \ d= ‘ 
小 值 点 ,最 小 值 1 


Z 十 光一 >， 
例 18 求 原 点 到 曲线 的 最 大 距离 和 最 小 距离 . 
Z 十 ?十 z 一 ] 

解 设 P4z,y*z) 为 曲线 上 任意 点 , 则 目标 函数 CCZzyyyz) 一 
vV 和 2 十 刀 十 2 约束 条 件 为 ZX’ 十 yy 二 z 和 zz 十 y 十 zx 一 1. 建立 拉 格 妥 
日 图 数 
L(xr,y,z;A, 4) 
二 十 六 十 十 A(T 十 一 2z) 十 jC(r 十 y 十 z 一 1). 
对 工 求 偏 导数 ,得 
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L -一 27 十 24z 十 A 一 10， 
/一 27 十 24y 十 一 0， 
71. 一 2z 一 人 4 十 A 一 0， 
7 二 7X? 十 yy 一 z= 二 0， 
人 一 过 十 y 十 zx 一 1 一 0， 
I 二 (一 1 一 V3)/2 或 (一 1 十 v3)/2， 
y 二 (一 1 一 V3)/2 或 (一 1 十 VY 3)/2， 
>z 二 2 十 V3 或 2 一 V3， 
1 一 一 3 一 5V3/3 或 一 3 十 5 V3/3， 
~ 一 一 7 一 11V3/3 或 一 7 十 11 V3/3. 
得 两 个 稳定 点 . 而 问题 必 有 最 大 值 与 最 小 值 ,经 比较 ,得 最 大 距离 


d= ,3 ,+ V5)- V9 二 5V3， 


最 小 距离 
d= lt 3 lt 3 V3|)= V9g 5 vv 了 
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第 一 六 nn 维 欧 几 里 德 空间 与 向 量 了 水 数 


主要 内 容 


一 .n 维 欧 几 里 德 空间 
1. 一 个 n(n 之 2) 个 有 序 实数 组 x 二 《zi ,zs,… ,zx,) 称 为 一 个 
维 实 同 量 ( 点 ) ,全体 维 实 向 量 的 集合 称 为 n 维 实 向 量 空间 , 记 作 
R” = {x = (riyrey ,Ts))} TE R71 一 1 2 ,72). 
2. 在 实 向 量 空 间 上 定义 了 加 法 、 数 乘 和 内 积 运算 . 
对 一 (zzz To) ,J 二 《yi19y2，" ,yn), 两 向量 之 和 x 十 y== 
(Ti yi Tt ys Ty ). 
数 a 与 向量 x 的 数 乘 为 ar=(az,axr;s,' ,ax,). 
同 量 x 与 y 的 内 积 定 义 为 x iy 二 zy 十 Tyyz 十 … 十 ,ys 
内 积 有 以 下 性 质 : 
(1) xy 之 0, 当 x 一 1 时,xIx 一 0; (2) xy 一 yx; 
(3) axz yy) 一 (ax)Iy 一 xzTCay)ya 为 实数 ; 
(4) (x+y)' z=x'zyz. 
3. 同 量 xER" 的 长 度 ( 范 数 , 模 ) 定 义 为 
lz = Vx 二 Vf 十 圣 十 十 区 


四 量 的 长 度 有 以 下 性 质 : 
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(1) x1 之 0, 仅 当 x=0 人 时 , x4 =0; 
(2) Wax 上 = 二 lal x 上 ,a 为 实数 ; 
(3) 于 x 十 ?上 委 并 zx 站 十 首 7 了 下 《三角 不 等 式 ) 
(4) xy 和 上 xi yi 《 柯 西 - 施 瓦 兹 不 等 式 ). 
4. R” 中 任意 两 点 x 与 y 的 距离 定义 为 

plx,y)= xz 一 了 | 


一 NV (zi 一人) 十 (za 一 3 十 十 (zs 一 多 六 . 

有 pxyz) 委 DCxyy) 十 CCyyz). 

5. U (ai0l) 表 示 点 QQ 一 (aya om) 的 邻 域 , 其 中 
(x| 上 x 一 a 二 6)CR" 表示 以 a 为 中 心 .6 为 半径 的 维 球形 邻 域 ， 
{x 二 《Xi yX2 ,XTX ) | Zz 一 a | 过 6 ,1 二 1,2,…,n) 表 示 n 维 方 形 邻 域 . 

6. R” 中 有 类 似 平面 点 集中 内 点 、 界 点 、 聚 后、 开 集 、 闭 集 、 凸 
集 、 区域 .直径 等 概念 . 

7. 设 尽 列 i1PiCR", 则 4Pi} 为 收敛 点 列 的 充 要 条 件 是 :Y es 
0: 导 天 二 0, 当 有 > 天 时 ,YEN 有 pcCPPeD)<e. 

二 、 回 量 菏 数 、 极 限 与 连续 性 

1. 设 XCR"YCR", 是 和 XXY 的 一 个 子 集 , 对 每 一 个 xE 
和 ,都 有 惟一 的 yEY, 使 得 (x,y)Ef, 则 称 f 是 基 到 Y 的 向 量 机 
数 , 记 作 f :XY， xy 

2. 两 个 回 量 昭 数 了 与 8 的 复合 函数 是 


go fr ry 7Z (YYCRoFCz)CY7YCRnZCR-) 

3. 设 DCXCR",a 是 DD 的 聚 点 ,f:X 一 R”. 车 了] IER”,Y 任 
意 小 UCU,e)CR”", 总 有 U"(Q;5)ER", 使 得 f (UC(a;6) 门 DD) 
CU(se), 则 称 在 集合 D 上 , 当 x>a 时 ,Ff 以 /为 极限 , 记 作 

limf (x)=a. 
二 大 总 

4, 设 站 CXCR",aED, 丰 :X 一 R" 若 Ye>0, Gy>0, 使 得 

fUCa;6)[1D)CU(f(a),e), 则 称 在 点 wa( 关 于 集合 万) 连续 . 
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-如 果 在 D 上 每 一 点 连续 , 则 称 /为 万 上 的 连续 函数 . 

5. 设 f,g:X>Y(XCR’,YCR”);h:Y—>ZCR’';a:X->»R;a 
EX,b=f(a)EY. 阁 ff,g,0 在 点 a 连续 ,hh 在 b 连续 , 则 向 量 阻 数 
ff 二 gyQf 及 hh。g 均 在 点 a 连续， 

6. 大 DCR" 是 有 界 闭 集 ,f:D 一 R” 是 D 上 的 连续 孙 数 , 则 
f(D)CR” 也 是 有 界 闭 集 . 

7. 在 DCR” 是 有 界 财 集 ,f:D 一 R” 是 D 上 的 连续 函数 , 则 
了 f(D) 的 直径 是 可 达 的 , 即 3 P',P”"ED, 使 得 

fCP') — fCP)) = max | fCx') — flx”) |. 

8. 大 DCR" 是 有 界 闭 集 ,f 是 D 上 的 连续 函数 , 则 ff 在 DD 上 
一 至 连续. 即 Y e>>0,3 6(e) 泛 0, 只 要 x ,x"ED, 且 x 一 x”| 一 
,就 有 f(x') 一 f(x”) 1 过 e. 

39， 者 DCR" 是 道路 连通 集 ,f 是 D 上 的 连续 应 数 , 则 f(D) 
CR” 也 是 道路 连通 集 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 的 问题 是 辨析 概念 ,如 何 将 一 维 区 域 中 的 概念 拓 广 到 
维 空 间 , 这 需要 认真 分 析 ,回顾 、 利 用 单 变量 函数 中 的 结论 和 证 明 . 

例 1 设 ACR”,BCR”, 证 明 . 

(1) (A4NB)°=A°NMB’; (2)AUB=ANE. 
这 里 4° 是 4 的 内 点 集 ,B" 是 B 的 内 点 集 . 

证 《1) 因为 4"CA,B*CB, 所 以 4° 门 BCANMB, 而 A° 丫 
B* 为 开 集 , 故 4° 门 B°==(A° 门 B°)*= 040 站 mB)*. 

及 之 ,由 A 站 BCA,ANMBCB, 故 (A 门 B)°CAh°, (4 门 B)'C 
B", 得 出 (A[(1B)'"CA°NB'. 

综 上 所 述 , 得 (4 门 8)"=A° 门 B.. 

(2) 由 于 二 (EC)*)*, 故 

AU B= (A) U (BY) = (A)? NN CB™)°)" 
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= ((A°:N BY) = ((AU BV) = AUE. 
例 2 设 {Pi) 为 R" 中 的 点 列 ,a € R",limPi 一 a, 证 明 ， 


lim | Pil = al. 
证 由 limP, 一 a 知 ,V ce 之 0,3 NEN, 使 得 YA 之 N, 恒 有 

| Pi 一 a <e. 又 由 三 角 不 等 式 上 Pi 一 a 宇 上 Pi 一 al ,所 以 
iP lell<e Bm limlPl = al. 


例 3 设 ,fF, 是 R 中 的 闭 集 ,日 让 人 门 ff, 二名. 证明; 存在 开 
集 Cl 和 Gs ,使 得 Gi{1G: 二 多 ,而 GOFF ,GOF,. 
证 ”由 题 设 , 对 xEF, 有 p(x,F,)>0; 对 yEF 了 ,, 有 ply, Fl) 


>>0. 作 邻 域 U Cx,6,) 与 UCy,6,), 其 中 一方 PCr, Ps), 6 = 


二 p(y, 忆 ) ,再 令 Gi 一 VU, ),G: = YUCYy, 0). 可 和 ,G1,G 
EF CF, 


是 开 集 , 且 G,DDF ,GsDDF，. 
用 反 证 法 . 设 Gif1Gs: 关 多, 则 有 aE€EG 门 Gi, 使 得 x6EF),yoE 
fF,, 且 CEUVU(xo,01),QEU(yo,60,), 不妨 设 0 过 0 ， 则 
plxo Fi) pxosy) 委 oxo,0) 十 0O(Gyyo) 
< 二 O20 = 2p(xo,F,). 
引出 矛 慎 , 故 G1G:= 二 名. 
例 4 设 ECR” 是 闭 集 ,xER", 证 明 . 
(1) 了 yEE, 使 得 p(x,E)==p(x,y); 
(2) 者 XEE, 则 p(x,E) 沁 0. 
证 (1) 由 距离 的 定义 ,jj y, Ek (n= 二 1,2,…), 使 得 
lmplx,y)=p(x,E). 
又 jy,| 志 |y, 一 x | 十 |x| 二 pCx,y,) 十 |x|, 所 以 数列 pC(x,y,) 有 
办 ,从 而 |y, | 有 界 . 于 是 存在 子 列 (y,) ,使 得 limy, 二 y. 由 于 已 是 
闭 集 ,所 以 yE EE, 则 由 limply,y,) 二 0 及 |pCxisy,) 一 p(x,y)| 声 
Ply ,yr)， 得 limp(x,y,) 二 p(x,k) 和 > plx,y)=polx, E). 
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例 5 设 集 列 14,} 为 一 非 空 闭 集 套 , 即 4 二 4: 字 … 了 4, 
ee ， 且 满 足 PIAA Seb [x—y|—0 (2 一 co ). 证 明 :交集 站 4， 非 
空 且 仅 含 惟 一 点 zx. 

证 因为 A, 非 空 , 故 可 取 x, EE A; 二],2,…. 则 {x,) 为 柯 西 
基本 收 钙 点 列 . 事实 上 ,因为 丰 , 一 +1; 所 以 Kntm EAstm CA I 
二 0,1,，…, 于 是 

| rw 一 XY,| 魏 sup [x—y|= 604,)—>0 (nr— 00). 


由 柯 西 审 钙 原理 知 ,存在 惟一 的 x, 使 得 当 n 一 co 时 ,x, 一 x. 而 4， 
为 闭 集 , 故 x€ 4,, 即 xE 门 4,, 非 空 


若 另 有 一 y€ 站 4, 则 xz,yE 4 n=1,2,…, 且 |x 一 y| 过 
P(Ai) 一 0 (nn 一 0o0), 即 y= 二 x. 从 而 x 惟一 . 

例 6 设 ACR’ 为 一 点 集 ,f:A4 一 R" 为 n 元 向 量 函 数 . 证明， 
了 在 4 上 连续 等 价 于 它 的 每 个 分 量 在 4 上 连续 . 

证 设 太 = (太刀 po 廊 ),VYz 一 (zolyzoyeyz yy)EGA4， 
丰 (Cxz) 在 xo 连续 的 充 要 条 件 是 lim f(x) 二 f(x。) ;而 lim f (x) = f(xo) 
等 价 于 lim/,(x) 二 /4(xo), 即 每 个 六 4z) 在 zo 连续 (一 1 2， 


m). 改 了 在 A 上 连续 等 价 于 它 的 每 个 分 量 在 4 上 连续 . 

例 7 设 了 是 集合 ACR" 上 的 元 向 量 沙 数 ,证 明 :f 在 x。€E 
4 连续 局 对 4 中 任何 收敛 于 x。o 的 点 列 {x;} ,都 有 

limf (x1) =f (x0). 

证 设 f=fi(ziyTes ry Tn) yy XoEACR”, 则 了 在 x。 连续 忆 
limf (x) = f(r) Olimfi(x)= fi(xo) (Xo 一 (Xo.1» 0 y， 机 » To.n) ,一 
] ,2,* ,7 ). 

由 海 涅 (Heine) 定 理 知 ,VY 任何 收敛 于 x。 的 点 列 {x}) 都 有 
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lim f(x1) = f(xo) ({=1,2," ,mm). 

故 命题 得 证 . 

例 8 设 f(x) 在 R” 上 连续 ,并 满足 ; 

(1)x8¥0 时 , f(x)>0; (2)Y¥Yx* 和 c>0,f lex)=ef (x)., 
证 明 :;3 a>0,6>0, 使 得 aljx| 委 zx) 和 2|x|. 

证 设 有 有 界 闭 集 4 一 {z|lx|=1). 由 于 f(x) 在 A 上 连续 ， 
则 在 S 上 点 xz 和 xs ,fx) 有 最 大 值 f(xi)>0 和 最 小 值 fx)> 
0, 记 f(x1)=6, f(x) =a. 于 是 了 TER”™\0,xr/|x| ES, 有 


a<f < 即 alxz|l 和 jz Solxl. 
例 9 设 非 空子 集 4CR", 定 义 Y 到 4 的 距离 
falx) = inf p(x,y) = p(x, 4), 


证 明 : fa(X) 是 R” 上 的 一 致 连续 国 数 . 
证 VV xXsER’,YV yE4, 有 
OCXYT yy) SE OX Xz) 十 (xs, y). 


故 infp(x1,y) < PX1 KX2) 十 CC y) (VY y € 4)， 
从 而 inf p(X,y) < P(X1,X,) 十 inf p(x,,y), 
即 infp(x 一 infp(xs,y) < plX1 ,Xs). 
类 似 地 ,有 

inf p(x2, y) 一 infp (x ,y) < p(X2 Xi) = POX YX)， 
因此 | infpCxa,y) 一 infp(x1,y)| < < plX1,X2). 
所 以 ,VY s>>0,3 6 二 e, 当 p(xi,xz) 过 6 时 ,有 

[p(xz,A) ~ plx1,4)|= | infplx2,y) 一 infpCx,y) | 


< p(x, Xs) <<e， 
即 pl(x,A) 在 R* 上 一 致 连续 . 
例 10 设 flx) 在 DCR” 内 连续 .证 明 ;f(x) 在 DD 内 一 致 达 
续 心 Vy xo€ 9D, limJ (zx) 存在. 这 里 9D 表示 D 的 全 体 边 界 点 组 成 


0 
IED 
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的 集合 . 

证 必要 性 因为 fl(x) 在 D 上 一 致 连续 , 则 Y es>>0,3 56>0， 
当 x,yED,plx,y)<HNH, 有 |f(x)~—f(y)|<e. 

设 xoE3D, 而 万 为 开 区 域 , 故 xo 为 DD 的 聚 点 , 设 局 ED 一 
Xeo( 当 co) 为 任 一 趋 问 于 xz 的 序列 , 则 对 上 述 SG>0, 3 N>0, 当 


217 一 人 时, 有 PCxrxzo)< ,从 而 | /xz 一 8x | 过 e. 依 柯 西 收敛 


ED 
充分 性 ” 设 V x。€ 9D,1limf(x) 存 在 .定义 f(xo)= lim f(x). 
z€ED -ED 


于 是 ,VY e>>0,] >>0, 当 xED,oxryy)<G 时 ,有 | jx) 一 Foxo)| 
<<e. 又 对 于 x1€E9D, 若 plxi,xo) 过 6, 则 对 前 式 取 x 一 xi 的 极限 ,得 
到 |f (x)—f (x0) |<e. 

故 Y xED 二 DU3D, 当 p(xz,zo) 二 6 时 ,和 恒 有 [f(x)— f(xo)| 
Ee. 因 为 f 在 DD 内 连续 , 则 了 在 局 连续 .从 而 ff 在 上 也 就 是 在 
DD 上 一致 连续 . 

例 11 设 点 集 4GR" ,4 一 R" 是 二 元 向 量 值 函数 ,证 明 下 
列 命 题 等 价 : 

(1)f 在 A 上 连续 ， 

(2) 开 集 BCR", 则 B 关于 了 的 原 像 f" *(B)= {x|x€ 4， 
f(x) 二 B}) 是 R" 中 的 开 集 . 

证 设 f 在 A4 上 连续 , 则 /是 A 上 的 连续 函数 .又 BCR”" 是 
开 集 , 当 ff (B) 关 训 时 ,VY xo€f"?(B), 因 为 B 是 开 集 ,所 以 I E 
一 0, 使 得 U(f(xo);e)CB. 同 时 ,由 了 的 连续 性 ,3 6 汪 >0, 使 得 
f U(xo,0))CUCf CX);0). 此 时 ,XEU (CxO0); fx) EU (x0) ,e) 
CB, 从 而 U(xo,5)CF*(B). 即 ff “(8) 中 每 一 点 都 是 内 点 , 故 
f 〈B) 是 开 集 . 

反之 ,; 设 f 是 R" 到 R” 的 映射 , 且 对 R" 中 任何 开 集 ,f-1(B) 
是 开 集 .VY xoER*,s>0, 取 R" 中 开 集 忆 =UVCrgr),e), 其 原 像 
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广 !(B) 必 为 开 集 .因为 xoE 广 (8) 故 xz 是 广 :( 瑟 ) 的 内 点 ,从 
而 存在 6>0, 使 得 VCxoeIC 六 (5). 这 等 价 于 f(U (x0);6)CCB. 
fCU CKXo;O) I TU (Fro) ED) 


第 二 节 回 量 函数 的 微分 


主要 内 容 


1. 设 DCR" 为 开 集 ,xo€ED,f:D->R”. 如 果 存 在 某 个 线性 变 
换 A( 只 依赖 于 xo) ,使 得 xEU(xo)CD 时 ,有 
fx) — f(xo) = Al(x—xo)o(x— x) ) 

f(x) — fxo) — Alx— xo) 
mn 
则 称 回 量 画 数 卫 在 点 ze 可 微 ( 或 可 导 ). 车 线性 变换 4 相 联 系 的 矩 
阵 为 4 Xz), 则 称 4。(x 一 xzo) 一 4(Cx 一 xzo) 为 了 在 点 x 的 微分 ， 
并 称 4 为 了 在 点 xo 的 导数 , 记 作 DfCxo) 或 ff' (xo). 

如 果 f 在 DD 中 任何 点 可 微 , 则 称 了 是 DD 上 的 可 微 函 数 . 

2. 厂 问 量 了 消 数 f 在 x 可 微 , 则 f 在 x 连续. 

3. 看 向 量 困 数 了 在 xo 可 微 , 则 了 的 所 有 和 个 坐标 函数 了. 
(i 一 1,2,…,m) 在 x。 关于 每 个 自 变 量 x;(j 二 1,2,…,n) 的 一 阶 偏 


导数 2 | 。 都 存在 . 由 这 些 偏 导数 组 成 的 矩阵 便 是 三 在 x 的 导 


数 . 
4， 设 DCR" 为 开 集 ,xED,f:D->R”, 则 ff 在 x。o 可 微 的 充 要 
条 件 是 ;存在 一 个 (lm 行列 的 ) 和 矩阵 孙 数 F:D 一 R™, 它 在 x。 连续 
(相当 于 它 的 个 列 向 量 隔 数 都 在 x。 连续 ), 并 使 得 
f(x) — f(xo) = F(X)(xX— xo), XED. 
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以 下 所 设 DCR” 均 为 开 集 . 

5. 设 f,g:D 一 R” 是 在 xoED 可 微 的 消 数 ,c 为 任意 实数 , 则 
cf 和 ff 士 g 在 xo 也 可 微 , 且 有 

(cf) xo) = ef (xo), (十 8) (x0) = ff (x) tg (Xo). 

6， 设 f:D 一 R” 在 x6。ED 可 微 ;D'CR” 也 是 开 集 ,f(D)C 
D';g:D >R’ 在 yy 一 CCxo) 可 微 . 则 复合 图 数 闫 二 8。 天 : 门 一 R 在 
xo 可 微 , 且 瑚 (xzo) 一 Cg。 大) (xzo) 一 8 Cyo) PCxzo). 

7. 微分 中 值 不 等 式 ” 设 DCR” 是 凸 开 集 ,f:D 一 R”. 若 了 在 
D 可 微 , 则 对 任何 两 点 a,bED, 必 存在 点 6 二 a 十 6(b 一 a) ,0 二 0 一 
1 ,使 得 上 ff(B) 一 fa) 二 b—al. 

8. 对 于 元 实 值 肾 数 1 :D 一 R,DCR" 为 开 集 ,如 果 f 在 DD 


可 导 , 则 由 f(x) 二 | 站, 站 ，,…, 吵 | 确定 /的 导 函 数 :DR" 


是 一 个 辐 量 函数 .在 还 在 D( 或 D 上 某 点 ) 可 微 , 则 称 了 在 D 上 
二 阶 可 微 . 定义 (f°)" 的 导数 为 了 的 二 阶 导数 , 记 作 "(x). 


Ff Ff 31 
QT driar, Arior, 
9 97 ... 907. 
fF"x)(= Df(r)) = |9rzqrl A draAr, | 
9 9f .231/ 
dzgzl dr,gz， Qz。 


矩阵 称 为 孙 数 f 的 黑 塞 和 矩阵 . 

9. 极 值 必 要 条 件 设 DCR” 为 开 集 , 实 值 函 数 f/;D->R 在 
xo 各 慷 可 微 , 且 取 极 值 , 则 

(1) xo 必 为 『 的 稳定 点 , 即 有 f° (x6) 二 0. 

(2) 在 在 xo 的 邻 域 存 在 二 阶 偏 导数 , 则 当 f (xo) 为 极 小 值 
时 , 冲 塞 矩阵 f(xo) 为 正定 或 正 半 定 ; 当 F(xo) 为 极 大 值 时 , 黑 塞 
短 阵 f(xo) 为 估 定 或 负 半 定 . 

右 了 在 xo 的 黑 塞 矩 阵 f"(xo) 是 不 定 的 , 则 在 x。 无极 值 . 
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10. 极 值 充分 条 件 ” 实 值 函数 f:D 一 R 大 在 U(xo)CD 存在 
二 阶 连续 偏 导数 , 目 f(xo)= 二 0, 则 当 "(xo) 为 正定 (或 负 定 ) 时 ,f 
在 xo 取 严 格 极 小 值 (或 极 大 值 ); 当 (xo) 为 正 半 定 ( 或 负 半 定 ) 
时 ,了 f 在 x。 取 极 小 值 (或 极 大 值 ). 


疑难 解析 


1， 数 量 函 数 的 导数 与 和 白 量 函数 的 导数 有 何不 同 ? 

答 数量 函数 的 导 函 数 是 一 个 数量 函数 ,数量 函数 在 某 一 点 
的 导数 是 一 个 数值 .但 是 向量 函数 的 导数 仍 是 一 个 向 量 函 数 ,向 量 
销 数 在 某 一 点 的 导数 是 一 个 数量 矩 阵 . 例如 

右 问 量 函 数 太 X-~~R+(X 一 ((zzo)| 一 co<z<< 十 coyz 人 0) 
CR ) 为 f(x)=f (ryr)= (rr ,et™, zr, ,rlnzr,) ,NN 


2X17» 3Z13 9 3 
e117 f+] 十 了 已 2 
f' (x) 一 " 3 f'(1,1) = 
] 0 J] 
lInzx, Zi/r, 0 1 


方法 \ 技 巧 与 典型 例题 分 析 


问 基 函数 与 数量 函数 的 导数 与 微分 虽然 在 形式 上 有 较 大 的 差 
并, 但 其 概念 本 质 上 是 一 致 的 .所 以 ,我 们 仍然 可 以 利用 数量 函数 
导数 与 微分 的 方法 与 技巧 来 解 向 量 函 数 的 题目 . 

例 1 设 4 一 《an)nxnyai 为 常数 f(x)=AxXa,o 为 条 向 量 ， 


求 f(x). 
解 jx 二 Ar) 一 xz) 一 4(xr 十 Ax) 十 a 一 (4 十 aa 一 4Ax 十 0 
鼓 依 定义 ,有 矿 Cr) 一 4 一 (ai nxn. 


例 2 求 下 列 向 量 函 数 的 雅 可 比 矩 阵 : 
(1) f(x,y)= (zsiny, 2zy) 7 
“345 。 


(2) fxryy)= rx ,ry 办 ) 

(3) (zyyyz) 一 (zcosyyyerysin(Czz)) . 
解 “ 求 雅 可 比 矩 阵 , 即 求 广 (x) (或 4). 
(1) Df(z,y) 


2 ，， . 3 ，， . 
pe 十 siny) dy 十 siny) 


2 | 
9 9 lL2y 2z 了 了 
元 《2Zy 1) yy) 
二 (2) (x) 
ly 97 
(2) Df (xsy)= | (ry) 过 (zy) 
f lr,y)= 。 Ty) yy y Xx 
O 2y 
9,s、 ai; 
zy ) 3 1 


9 9 9 
ATCOSY) Fy eosy) 3 (TCOsy) : 
ae I) as 
(3) Df(r,y,z)— 3 ) A ) Ye ) 


9 . 0 ，. 可 ,. 
37 sin (XZ)) By Sn Cz)) ac 


COSy 一 .ZSIlny 0 | 
一 We- €” 0 
COS (Xz) 0 XCOS (Xz) 


例 3 求 下 列 函 数 的 导数 和 微分 : 

(1) f(r,y)=(z—y ,27ry) , 求 f(,1),df (1 ,1); 

(2) f (x,y)= (xsiny, (TC— y), 2y:)', 求 f(x, y), 
f(0,7/2); 

(3) f(zyysz) 二 (x 十 yyye”) , 求 (1,0,1) 和 df(1,0,1). 


pr —2 2 —2 
解 Pz) =), | |=4, 
2Yy 2 并 2 


人 AX AX—Ay 
yada] 
Ay AZ 十 Ay 
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siny XCOSY 


(2) f' ryy)= 2xr—y) —2(r—y) |， 


0 4Yy 
0 | 
|0,3|= 一 邢 区 
0 2X 
(3) f° ) | “7 | | 
TT Vs ? 
>》 ye”™!” ez 二 Ver 
2 1 0 
raoDb-[2 1 -a, 
0 ee 0 
A 9AX 十 入 
之 y 
df(1,0,1)=A|Ay -| | 
e’Ay 
人 > 
TICOSY。， 
1 -一 到? 于 3 。 
例 4 | | | 8 一 ggCX) 一 | zsSIDZ1 |， 
123 一 2 9 工 
Te 2 
其 中 一 (rz TD)T 一 (ytaysts)T,W 一 (lotsz) ， 
de 2 [J 
; 门 C7 。 ， | 、 ”一 -一 一 一 , 
求 ( 8)| ar | "1.0) Q(T T2) | (0.0 
解 ”由 复合 函数 导数 公式 ,得 
cosZy， 一 ZiSInZs? 
u —u 一 下 
D(f ° 8g) (x) = | l | TCOSXI sinZzl ， 
Us — LU2 Ul 
De Te ? 


而 当 (zlyz)TI 一 (1;0) 时 | ,0,1), 故 
1 0 . 
Dr ) | 1， 一 上 | 0 sin] k 一 | 
后 一 一 Sin 一 一 和 
本 (1.0) 1 0 1 ) 3 ] 


| _ 9 yz ) 2 一 sin] 
QT | (io) Q(X1 ,TX2) 3 | 


例 5 求 下 列 向 量 函 数 在 指定 点 的 导数 : 


一 2 十 3stinl. 


(1.0) 工 
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(1) Fzyy) 一 (arctanzye”) , 求 PC ,0); 

(2) fxsyy,2)= (Ty yz 求 户 (1 ,11); 

(3) (zyyyz) 一 (sin(z2 一 yln(z2 十 好 ) ,17 wz 十 好 并 , 求 
ff (1,1,1). 

解 ” 先 求 f(x) ,再 求 具体 值 . 


-1 0 1 0 
(1) 六 zy) 一 1+ x ;， (1,0)= 了 . 
Te 0 


ye™” 


27Yy 人 
0 一 47y 一 2z | 


(y+2): Cy:+e?): 


2 l 
f (1,1,1)= , 1 :| 


2 2 


ce 


(3) Df(\z,y,2z) 


2zcos (大 一 多 ) —2ycos(r’—y’) 0O 
2 工 0 2 之 
一 ry 并 十 之 ? ， 
0 一 一 一 
OH) Cy) 
2 —2 OQ 
] 0 
f°(,1,1)= | 
1 1 
v2 2 V Li 


例 6 设 回 量 函 数 f;R: 一 R’ 的 坐标 分 量 函 数 
TX 二 COsSusinv,， 
| 一 SiNwcosv, 
问 量 函数 8:R 一 R 的 坐标 分 量 函 数 w 二 ;十 t,v 二 ;一 t. 求 D(f。g). 
cos(s+t)sin(s—1) 
cc 


解 了 
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ar azl [az 2] a 
of Ou Wiig 不 

D(f °° y)= = 
9y oy 9y YII%W 包 
Os oF Mm  o 员 as 坦 


一 Sintzsitnm COSUuCOSvU ] 1 
-| COSUCOSYU i 1 
—cos(uv) —cos(u—v) 一 COS25 cos2t 
| COS (zz 十 也 ) COS (uC—v) -| COS25S | 
例 7 设 DCR’ 为 开 域 ,f:D 一 R" 为 可 微 函 数 ,证 明 . 
(1) 车 在 D 上 f(x) 恒 为 零 矩 阵 , 则 f(x) 为 常 回 量 了 水 数 ; 
(2) 若 在 D 上 f(x) 寺 c( 肖 数 阵 ), 则 f= 二 cx 十 e,xE€ D,eCt 
R". 
证 当 万 为 凸 开 集 ,上 在 万 可 微 时 ,VY a,b€ED,j 5 二 a 十 0(b 
一 a) ,0 二 90 过 1 ,使 得 
fm fo FI) omal. 
(1) 车 (x) 二 0,; 则 上 了 (9 上 =0, 由 上 式 得 1(8) 一 f(a) 1 
二 0, 即 f(a) 二 f(b). 由 a,b 的 任意 性 ,f(x) 为 常 同 量 葡 数 . 
(2) 车 了 (x) 寺 c, 则 上 产 () = 二 4 (4 为 常数 ). 于 是 
| fb)— fa) al bal, 
显然 f(x) 是 x 的 线性 函数 . 设 fx) 二 cx 十 e, 则 由 本 市 例 1 知 
fx 二 Ax)— f(x)=c(x 二 Ax) 十 ee 一 (cx 二 @) 
二 CAx 十 0 一 广 (x) 一 C. 
例 8 设 Fziz) 一 zi 一 zzyg(z) 一 (sinzycosZ) SCZly Za) 
一 (zyy2zyzz 十 4) ,tri, Ts zs) 一 (ZiZazsy zl 十 Zz 十 Zs). 求 (1) 
(f° gg)’ ;C2) (pg。 太 (3) (8 of)';(4) (ft ° 8)'. 
解 (1) (f。g)=sinz—cosr, (f° g)'=cosz+sinz. 
(2) (g。 门 一 (sin(zi 一 zz)， cos(zi 一 Tz)) ， 


Cg 。 7)'=| COS(Z1 一 并 7) 和 


Ca 
CH 


一 Sin(zZi 一 Zr) SiNn(Xx1— Xx) 
(3) 《8S。 1t) = (77273， 2(ZXi 十 ;十 3)， Xi 十 TX; 十 X33 十 XX)'， 
"349。 


2zizzzrs 2z1ZaX3 2Z1X2T3 
(S。F) 一 2 2 2 
1 ]】 1 
(4) (f°。 8)= (2rir(zr2t4), xi 3zr++4), 
4X1XTs《ZXs 十 4) ee] 
27， 3 
例 9 设 DCR" 为 凸 有 界 闭 域 ,FCxz) 在 忆 上 有 一 阶 连续 偏 导 
数 . 证 明 ;f(x) 在 D 上 渍 足 李 卜 希 兹 条 件 . 即 3 LL 之 0,Y xi,x,ED， 
有 | f(x)—f xo) |L|x—x,|. 
证 由 条 件 知 ,3 M>0, 使 得 
[fi |IRM, VxE€ED, i=1,2,.n. 
因为 马 是 凸 区 域 , 依 泰勒 公式 ,VY x,xoED,3 x* ExxoCD, 使 得 


f(x) 一 (xzo)| = | >， UN 一 ro) 
i=] 


Ox. 
<2 
:=] 
其 中 X= (Xl 9 T2 9 » Xo (Xo.l X029""" To,n ), 令 上 二 2Mn, 则 
|f (x) 一 f(xo)| < jx 一 xo | . 
例 10 设 f,g:R”">R" 是 可 微 函 数 ,用 复合 函数 求 导 法 则 证 
明 回 量 内 积 的 求 导 公 式 : 
D(f (x) » g(x)) = fi (x)Dg(x) 十 gICOc)DFr) 
证 设 F.R”—R, 


(ts 9 一 | 


(x )| |z. 一 Xo.; | 世 Mnpolx ,Xo). 


中 
Fu) 一 (Co -一 D> uiunrs, 
i=} 


G:R”— R”, 
uU = G(X) = (fi x) ,of x), gx), ,g(x)), 
则 (Fe。G)(x)= 二 f(x)，g(x). 因为 FF 的 2 个 偏 导数 连续 ,所 以 下 
可 微 . 又 G 的 每 个 分 量 可 微 , 所 以 G 也 可 微 . 从 而 由 复合 函数 求 导 
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法 则 与 分 块 和 矩阵 乘法 法 则 ,得 
DOf Cx) gr))= DEF -GO) (Cx) 一 站 FJ)PDGCr) 


DfOxr) 
Dglx) 


= (Ure U2 DFI) + (us ,DgCx) 
一 8 (xDfCx) + fi Cr) De lr). 
例 11 设 了 是 定义 在 区 域 DCR”* 上 的 向 量 值 消 数 ,f 在 x,E 
DD 可 和 握 ,证 明 :f 在 x。o 处 沿 任何 方向 /的 向 量 导 数 存 在 , 且 
Dif (xo) 二 Df(xo) (es) (ei 为 向 量 1 的 单位 向 量 ). 
证 因为 1 在 xo 可 微 ,所 以 了 的 分 量 fi 在 x 可 微 . 故 /在 


xs 沿 任何 方向 1 的 方向 导数 存在 , 目 26 人 一 gradf (xo) ei 


由 此 知 ,f 在 x 沿 任何 方向 ! 的 方向 导数 存在 , 且 Df (xo)= 
Df (xo) (Ce). 


例 12 /是 定义 在 DCR" 上 的 向 量 值 函 数 ,roE DD, 车 了 < 


(二 1,2,… ,mM;] 二 1,2,…,n) 在 xo 的 某 邻 域 存在 , 且 在 x。 连续 . 
证 明 :了 在 xo 可 微 . 

证 因为 f(x) 的 每 个 分 量 f:(x) 都 是 数量 值 函 数 , 由 于 数量 
值 销 数 f; 在 x。 可 微 的 充 要 条 件 是 f; 在 x。 的 邻 域内 存在 偏 导 数 


E00 (1,2,.…,n), 且 所 有 偏 导数 都 在 x, 连续 . 所 以 由 题 设 


若 ,f(x) 的 所 有 分 量 f:(x) (1 二 1,2,… ,mm) 都 在 xo 可 微 . 从 而 ,由 
癌 量 值 淫 数 可 微 的 充 要 条 件 知 ,f(x) 在 点 x。o 可 微 . 

例 13 设 DCR” 是 凸 域 ,f(x)EC?CD,R), 自 满足 fx) 之 
(xo) 十 Df(xo) (x 一 Xo) (VYV x,xoED). 证明: f(x) 的 黑 塞 算 阵 
Hy(x) 是 正 半 定 的 . 

证 VY xoED,xER” 为 任 一 向 量 , 当 t 充分 小 时 ,点 xo 十 
ix 一 *o) ED 门 .由 泰 勤 公式 ,得 

f (xo) + tx Oo— Yo) 


一 7 9 Uon iti """ 0)| 
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= f(xo) + Df xO)t(xC— Xo) 


十 与 Cx — xTH (CxO) Cx 一 xzo) 十 o(2|z — xol’). 


由 题 设 条 件 可 以 得 出 
Sx 一 Xo) 五 (xzo) (x 一 ;oo) 十 0 人 (| 一 2) 之 0， 


消去 站, 令 1 一 0, 得 
(x — Xo) Hxo) (x CO— Xo) > 0. 
即 知 五 ;(xo) 是 正 半 定 的 .由 于 x 的 任意 性 ,所 以 f(x) 的 黑 窗 矩阵 
在 D 上 是 正 半 定 的 . 
例 14 证 明 : 设 XosyoER’,S 是 连接 Xo .0 的 线段 yp 是 包含 
S 的 区 域 ,f:D 一 R” 连续 ,在 SCxo,yo 可 除外 ) 上 可 微 , 则 存在 纪 ， 
5 ES 使 得 


Fo — f(xo) = | | x,) 


成 立 . 该 式 称 为 向 量 值 函数 的 拉 格 明日 公式 . 
证 设 了 0 二 Cf e 了 ),fi(X) 二 fi《XiyT2，""* 74) 是 数 

其 值 网 数 , 在 f(z) 中 ,固定 xz ,73 ,Xa， 则 

/Ce 
QT 1 


9f (5) 


Ar 


fi Ti Tas Ta) 和 fiXon sy Tes TX,) A 0,1)。 


事实 上 ,此 时 上 凡 为 一 元 盟 数 ,由 一 元 图 数 的 拉 格 朗 日 公式 即 可 得 
到 结果 . 同样 可 以 得 到 f;(x) 关 于 各 个 变量 zx; 的 拉 格 天 日 公式 . 令 
6 一 《3 (TolyToz Zoo) 一 Yo, 

取 1 二 1,2,…,m;j 二 1,2,…,n, 即 得 n 元 向 量 值 函数 的 拉 格 朗 日 

公式 


arE 
f(y0) — f(xo) 一 | | (yo 一 Xo). 


例 15 讨论 二 次 函数 Jo 一 了 xzT4x 十 brx 十 < 的 极 值 . 其 中 


ER’” 为 变量 ,4 为 nXn 答 阵 ,bp 为 nX1l 癌 量 ,c 为 实数 . 
* 3D2， 


令 


解 ”因为 f' (x) 二 x A 十 bT 0, 故 f(x) 的 稳定 点 为 Xo 二 
一 4"'b( 设 4 可逆 ). 再 求 得 f 的 黑 塞 和 矩阵 f(x) 二 4. 所 以 

当 和 为 正定 时 ,f(xo) 为 极 小 值 . 

当 4 为 负 定 时 ,f(xo) 为 极 大 和 值 . 

由 极 值 点 的 惟一 性 知 ,fCxo) 为 f 的 最 大 值 或 最 小 值 ,有 


fx) = (A-1b)TACA-'b) — pi(A-1p)+e 


P67A-!b pA-b+iceo 5b7Ab ec. 


例 16 求 下 列 函 数 的 黑 塞 和 矩阵 , 依 例 15 求 该 函数 的 极 值 点 ， 
(1) f(xX)=ri—2zx1zxs 十 2X2 十 XX 一 XX3 十 Xl 十 3Xs 一 芭 s; 
(2) f(xX)=—Zzi+4drizs—27ri4ri— 6rTr3t 6r1xs. 


解 ” 先 写成 /(x) 二 二 x?Ax 十 bx 十 c 形式 ,再 求 出 稳定 点 , 然 
后 讨论 4, 确定 其 是 否 极 值 点 . 
(1) f(D 一 二 x7Ax 十 bx, 其 中 


2 一 2 0 l 1 4 2 
A 二 -一 2 4 一 了 了 |， 一 了 3 1， 4 一 下 | 4 | 
0 — 1] 2 1 2 4 


7 4 2 
ee 4 3 
2 4j1L1 
= | 一 二 了 -二 | 
6 3 3 
2 _， 2 一 2 0 
因 为 21=2>o| ， = 人 >o,|- 4 一 1| = 三 6 六 0， 
0 一 1 2 


所 以 A 正定 ,Xo={ 一 17/6, 一 7/3, 一 2/3) I 是 极 小 值 点 . 
(2) fx) 一 二 xTAx 十 bx, 其 中 


一 忆 4 6 0 
-| 一 4 一 8)， b 一 0 1， 
6 一 六 0 


显然 xo= (0,0,0).. 
—2 4 
因为 | 一 21|= 一 2 过 0， 二 一 8 过 0， 
4 一 4 
—2 4 6 
4 一 4 一 86| 一 一 136<0， 
6 一 8 


所 以 4 负 定 ,zx 是 极 小 值 点 . 


第 三 和 万” 际 函 数 定 理 与 反 函 数 定 理 


主要 内 容 


1. 设 XCR",YCR”", 人 2 一 XYCR"",F;, 人 2->R” 对 向 量 也 
数 方 程 F(x,y) 二 0,xEX,yEY, 如 果 存 在 向 量 函 数 f.U 一 Y (UC 
X) ,使 得 F(x ,f(x)) 寺 0,xEU, 则 称 函 数 f 是 由 F(x,y)= 二 0 所 确 
定 的 上 的 隐 函 数 ， 
忆 关 于 的 偏 导 数 记 作 天 (xy) ,为 轨 X2 和 矩阵 ;关于 的 偏 
导数 记 作 下 (x,y), 为 mXm 矩阵 . 
2， 隐 函数 定理 设 XCR",7YCR” 都 是 开 集 ,2 一 和 XYCC 
R”…"( 开 集 ) ,下 :2->R". 如 果 FF 满足 以 下 条 件 : 
，] 刁 XoEX,yoEY, 使 得 F(x,y,)= 二 0， 
， 玉 在 人 上 可 微 , 且 F' 连 续 ， 
* det 下，(xoyyo) 天 0， 
则 存在 点 xo 的 维 邻 域 U=U(xo)CX 和 点 y。 的 mm 维 邻 域 V= 
U (yo) CY ,使 得 在 点 (xo,yo) 的 nn 十 mx 维 令 域 玉 = 一 UXVCQ 内 ,由 
.354。 


FIxzyp) 一 0 惟一 确定 隐 男 数 太一 了 ,满足 

* yo= f (x0); 

。 当 xCU 时 ,(x,f(x))EW, 且 有 F(x,f(x))=0; 

ff 在 U 内 存在 连续 导数 , 且 

f' x) = [FC Fx,y), (x,y) EW. 

3， 硅 在 开 集 DCR” 上 定义 了 疝 量 函数 f:D 一 R", 如 果 了 是 
一 一 对 应 的 映射 , 则 jx) 一 能 确定 一 个 定义 在 F(CD) 上 的 函数 
ff :f(D) 一 D, 称 为 函数 fF 的 反 函 数 .f 与 f' 有 以 下 关系 : 

(f° °° f(x)=x, XED; (f+ fF OY)=y, yE FD). 

4. 反胃 效 定理 设 DCR" 是 开 集 ,函数 f:D->R" 满足 以 下 
条 件 : 

*f 在 D 上 可 微 , 且 f' 连 续 ， 

。 存在 x。ED, 使 得 detf' (xo) 关 0， 
则 存在 邻 域 U= 二 U(xo)CD, 使 得 

ff 在 U 是 一 一 对 应 的 映射 ,存在 f/f ':V 一 U, 其 中 V= 
f (UU); 

”ff 在 V 存在 连续 导数 (f ')', 量 

f= x= f(y),yEV. 

推论 帮 f 在 D 上 处 处 满足 反 号 数 定理 条 件 , 则 f(D) 是 一 

开 集 . 


万 法 技巧 与 典型 例题 分 析 


求 向 量 旺 数 的 隐 哨 数 , 首 先是 验证 向 重光 数 是 否 满 足 隐 油 数 
定理 条 件 , 然 后 利用 定理 中 的 公式 计算 隐 函 数 确 定 函 数 的 导数 . 
例 1 设 0CR',F,G:f 一 R. 车 向 量 函 数 昌 ==(F,G)T 在 点 
(zoy,wo) GE0( 其 中 zo=(zoyyo)7,wo 一 (xyvo)I) 的 邻 域内 满足 隐 
负数 定理 条 件 , 生 detH, (zo,wo) 关 0, 求 方程 H(zx,y,u,v) 二 0 在 
zo 茶 邻 域内 确定 的 隐 孙 数 w= 二 f(z) 的 导数 . 
* .35D5。 


解 ” 广 (z) 一 一 LE (zw) "HH, (z,w). 


a al [EPE oF 
| gr dy du HN dr oy 
fy ww a 0) la a 
oT dy Ox NW dr 9y 
o_o FF oF 
] ov Qu |liogr gy 
Da a ll 6 
Ou Qu dr dy 
aF,G) AF ,0) 
1 DCZD) dy,v) 
VaF,G) AF,G)| 
QO(usT) 9(u,y) 
Wu= /f(x,y,z,t), 
例 2 TT 确定 ,其 中 
h(z,t)=0 
(1) 9(g,h) py OU 
f,g,h 都 是 C 类 函数 , 且 7 一 了 站 天 0, 求 和 
解 ”将 方程 组 写成 
玫 ( 工 yy 2L) = f(x,y,z,t) — ww 二 0， 
glys2,1) = 0,， 
h(z,t) = 0, 
a pap) af of 
RR a NW dE 风 
网 KPa a 下 -| 下 下 
DLLz ty tt) Ee dW RE 未 
六 于 起 | WW 
A 0 Ge 地 
Agsh) 
dzst) /天 0， 


改 由 隐 咕 数 定 理 , 方 程 组 确定 zx,t,u 是 z,y 隐 图 数 . 
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) fs fe f» 
OF ,8,h) 
4_ Nz) | 必用 罗 
2 一 FEAT 一 7 y 
Q(z ,tu) Ge: Mh 。 
dz A 
og A 因 
= 了 户 茜 肝 十 大臣 叶 士 J 太 |. 


例 3 设 由 方程 组 
UW 二 vv 十 WW 二 TX 二 y= 二 a， 
| 
二 wr 二 y= 
确定 u,vsw 为 ,y 的 隐 函 数 , 求 池 ,他 ,全 


ar’ ar’ az 
解 ” 方 程 组 化 为 
(Fluvw TY) 一 2 十 十 友 十 并 十 yy 一 4 一 0， 


Sr- 
[| 


Gv ryy) = 二 wi 二 x 十 y 一 6 二 0， 
Tv ivy) 一 yc = 0， 
由 在 
1 1 1 / 
A GOH) | 


2U 2U Di 
Ou sv ,TO ) 


3u: 3v’? 3w’ 


= 6(v— Ww—v)(WwW— uO 
时 , 依 隐 畏 数 定理 确定 (wv,tw) 为 (x,y) 的 向 量 睛 数 . 对 方程 组 关 
于 .之 求 偏 导数 ,得 


A dvu Nw 
2 2w 十 27 一 0 ， 


A 
0 
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Ge (v7X) (wz) 
Dr (vu) (wu) 


dw (ux) (Vx) 
ar Cw—u) wo—v) 


例 4 求 下 列 方程 组 所 确定 隐 曙 数 的 尾数: 
D au Ho 


ZU 十 yu 一 0， < ay 
2 十 忌 十 刻 一 并 ， 
A du NH 
(2) “Vw 十 Wwu 王 yy 求生， 有 起 : 
TV , 


解 (1) 方程 组 关于 工 求 偏 导 数 , 得 


A do 
y 元 二 7 十 7Z 元 二 0， 


一 到 一 2 y? 
Nt ov 4 
“Xtya = 0 
方程 组 关于 y 求 偏 导 数 , 得 
Xu dv 
4 十》 庆 十 工 芭 二 0， 
了 > dy yuvu— ru 
一 一 
9y Ty’ 


Au Ou 
TH tty 0 


(2) 方程 组 每 个 方程 关于 工 求 偏 导数 ,得 


A Ov Nw 
区 十 元 二 二 二 了 上 
dv Me Avu Mo Qi 
2 天 十 4 区 十 区 十 到 元 十 & w= 0， 
Re Av Ne 
vw uw 二 Ww 0 ， 


用 区 拉 默 法 则 解 方程 组 ,得 
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l l 


1 
0 Uw vu 
0 


dt Wo) uv 1 
dr | 1 ] 1 vw) 
UU 二 -tw Uw vu 
TT UT UU 
, Ou Ou 1 
类 似 可 得 。 = 二 一 [二 一 元 一 


ay Uvaw—u) de 0) uw) 
例 5 人 人 


数 ,并 满足 广 +0. 


作 变 量 代 换 ， 5 一 十 yp 一 7 yy 因 变 量 也 换 作 Ww 二 XTXy 一 之 , 试 
导出 w 关于 x,v 的 偏 导 数 所 满足 的 方程 ， 


解 由 变量 代 换 得 r= ,3y 一 一 二 , 故 确定 w 也 是 xz 的 


国 数 .对 z= 二 xzy 一 ww 关于 工 和 y 求 - 阶 和 二 阶 仿 号 数 , 得 
EE 

ar > | 字 六 下 于 | 

加 有 


将 上 述 结果 代 人 题 给 方程 即 得 5 衬 一 二， 
例 6 设 f=(f1,f2)' ,xo 二 (3,2,7)' ,yo 二 (0,1)， 
广 (ziyzzyzyyiyyz) 一 2en 十 Ziys 一 4zz 十 3， 
j 太 (ZiyzzyZsyyiyy2) 一 yzcosy 一 6y 十 2z CO— zs. 
求 由 问 量 方程 fx,y) 王 0 确定 隐 哨 数 y 二 g(x) 在 点 xo 的 导数 . 
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解 ”对 一 (x,y) 关 于 zi 求偶 导数 ,得 


dy 


gy1l 
YI 二 一 
2e 1 az 十 2 十 村 | ax) 0， 
.9 9y: Oy _ 
一 Ysiny 3 十 cosyi 去 6 3 二 2 ， 
解 得 
2X1 一 yzCOS 
ay | 1 2 .1 - 1 - 
czi 一 yz(sinyi 十 6) 一 4e1 Grosy0) 4 
ay 2 一 也 
gz or.y,) 一 (yzStnyl 十 6) cosyi 人 
类 似 可 得 
4cos - 
| | 办 | 本 天 
dz， | -4(YysSiny) 十 6)- (x Fd 9 ' 
| 一 -| 
9yz | | 2 Tz 6 
3 x0 Yo) | -一 《yoSInyi 十 6) cosyi - 
本 因 
jz: 2en | | 0 2 
一 一 y 一 ”人 一 - | 
口 [ 风量 国 和 
2 " : * ( Ph 
dr 4S) | 四 ( YSIN Yi 十 6 ) COMY ] | 


例 7 设 w=(rx,y,z) ,p 二 (7,9,9)', 求 函数 
w= fp) = (rsinOcosg, rsinfsing, reosd) 
的 反 图 数 的 导数 . 
解 依 反 函数 定理 知 反 函 数 存 在 ,由 公式 
CCw) 一 Lp) 
sinGcosp rcosbcosp — rsindsing| 
= |sinbsing rcostsing rsintcosg | 
Cos 一 rsing 0 | 
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2 
。 + 。 rr  。 
risin:Ocosp rsinbsinp ~——sin20 


2 
一 一 二 六 7 
72sing 7 sin20cosy ssin20cosy 一 rsin’g 
一 rsing rCOS9 0 
sinOcosp sintsing cosd 
cosOcosPp cosOsing sing 
二 rr rr r (rsing 0). 
sing cose 0 
| rsing rsing 


例 8 设 z==xz《uyv),y 一 yl(u,v) 在 点 (u,v) 的 邻 域内 有 连续 


DGCzyy) 
偏 导数 , 且 守 3 天 0 


(1) 证 明 :方程 组 XxX 二 XUVv),y 二 ylusv) 在 点 (X,Yy) 某 邻 域 内 
惟一 确定 反 图 数组 w= 二 wu (x,y),v 二 v(x,y); 
(2) 求 2 一 MACZCyy) ,VU 二 V(X，y) 关 于 TY 的 偏 导 数 ， 


、 dT,Y) ， GCC ID) 
(3 ) 证 六 :5 a(zyy) 。 


解 (1) 将 方程 组 写成 


F(TyY UV) 一 并 一 TU UV) 一 0， 


G(XyYy UU) = yO— y(u,v) 一 0， 


9(F,G) (x,y) 性 . 
由 J 一 全! 吕 一 侣 好汉 0, 依 反 邱 数 存在 定理 知 ,存在 惟一 的 反 


区 数组 ==u(zx,y),v 二 v(xX,Yy). 
(2) 对 下 列 恒等式 两 边 对 xz 求 偏 导 数 , 即 


| Ur 
= Xiu(r,y) ,vr,y)|], MaAar War 
y= yu(x,y) ,vr,y) |], 0 二 守业 YW 
Nt ax du ar 
和 ly 史 _ 1 
解 得 ar J dr A. 
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out ] 9 90 _ 1 oT 
类 似 可 得 DH jy Wm 
(3) 利用 向 量 值 函 数 的 复合 函数 求 导 的 矩阵 形式 , 取 ” 一 2, 有 
(zol ,Te ) 3( 方 ， 广 ) d(C(g1, £2) 
Q(X yy) Ow su) 9XT1 ,Ts2) 


由 于 ui; = ;X19 T2) (一 ,2) ,从 而 得 


BCI，y) DC 7Z) _ d(T ,Yy) —] 
dusv) 3(Czy) 9XT,Y) | 
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第 一 节 ”二 重 积分 的 概念 


主要 内 容 


]. 设 f 为 定义 在 和 矩形 域 万 一 [aio jjXfas,bs; 1 上 的 函数 ,J 是 
一 个 确定 的 数 . 知 Y es>>0, 总 3 6 汪 0, 使 得 对 D 上 任何 分 割 工 ,只 
要 了 二 5, 对 属于 分 割 工 的 所 有 积分 和 ,都 有 


PA /AV Ay; 
则 称 /在 D 上 可 积 ， 数 了 称 为 /在 D 上 的 二 重 积分 , 记 作 
J 一 | fer,yydrdy 或 | 


2 让 J 为 矩 边 域 D 土 的 有 界 图 数 ,了 = talyIzy , 0») 为 D 上 一 
个 乞 形 网 分 割 , 记 Mi=sup{J zyI)) 9 mi 二 inftf(z,y)) ,分 别称 


S(T)= > MAo 和 ss(T) = mAo, 
为 了 关于 分 割 了 的 上 和 与 下 和 . 具有 性 质 : 


(1D YT, 总 有 SG 二 21(TD<SCT)， 


(2) YT,T' ,都 有 5GT) 委 9(T ) 
(3) 对 人 加密 后 的 分 割 了 ,有 57T) 委 CT ) ,S(T) 宇 S(T')， 
(4) 分 别称 5 一 Sup (SC7 7)} 和 一 infts(7)) 为 在 D 上 的 下 
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积分 与 上 积分 ,有 s5, lim S(T)=5, lim s(T)=s. 

3. 有 界 函 数 了 在 窍 形 域 刀 上 可 积 傅 三 在 娓 上 的 上 积分 等 于 
下 积分 , 且 s 二 5 =|/ 

4. 有 界 图 数 了 在 矩形 域 刀 上 可 积 全 Ye>>0,3 某 人 和 万 ,使 
得 SCT) = s(T) = 2 uAo < 

w; 一 iM. 一 7I7; 称 为 了 在 0; 上 的 振幅 . 

5， 吞 f 在 和 矩形 域 D 上 连续 , 则 在 DD 上 可 积 . 

6. 设 pg: [Lc,4] 一 R 为 可 积 函 数 ,E 二 {(z,y)|y 二 g(x),X€ 
[c,dj} CD= {a,b |) X [as,b,)] ([c,adjClLai,b]). 大 为 DD 上 有 
齐 鞠 数 ,日 在 DA 上 连续 ,; 则 ff 在 D 上 可 积 . 

7. 设 DCR? 为 有 界 闭 域 ,f 在 D 上 有 和 界 函 数 , 矩 形 域 DC 
D, 则 称 

~ 将 (TX,y)ED 
/ 《 工 ， 了 yj -一 ~ 
为 了 在 D 上 的 延 拓 函数 . 

8. 若 了 在 延 拓 冰 数 f 在 DD 上 可 积 , 则 在 D 上 可 积 , 且 

| 7=| 

9. 设 刀 是 平面 有 界 点 集 ( 平 面 图 形 ) ,函数 f(x,y) 在 DI 上 可 
积 , 则 称 D 是 可 求 面积 的 , 且 DD 的 面积 AD = | 

10， 二 重 积 分 有 与 定 积 分 类 似 的 七 条 性 质 . 


疑难 解析 


1. 二 重 积 分 与 定 积分 有 哪些 异同 ? 
答 二 重 积分 与 定 积分 都 是 以 积分 和 式 的 极限 来 定义 的 ,要 
求 区 域 ( 区 间 ) 是 有 界 的 ,函数 了 在 区 域 上 有 界 .它们 有 相同 的 积 
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分 性 质 . 

不 同 的 是 , 定 积分 中 积分 区 域 是 数 轴 上 的 区 间 ,被 积 图 数 是 一 
元 函数 ;二 重 积分 中 积分 区 域 是 平面 区 域 , 被 积 函 数 是 二 元 画 数 . 

2. 若 / 了 在 刀 内 除 有 限 条 面积 为 零 的 曲线 外 连续 ,/ 是 否 在 DD 
上 可 积 ? 

答 ff 在 DD 上 可 积 .利用 积分 的 区 域 可 加 性 ,将 DD 分 割 为 有 
限 个 小 区 域 . 因为 这 些 曲 线 面 积 为 等 ,不 影 啊 小 区 域 上 的 积分 值 ， 


所 以 | f= | 7 f 在 D 上 可 积 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


理解 二 重 积 分 作为 积分 和 的 极限 并 认识 o 的 意义 ,掌握 在 二 
重 积 分 存在 的 条 件 下 ,利用 对 区 域 的 特殊 分 法 和 点 的 特殊 取 法 来 
计算 积分 值 , 是 我 们 全 面 理解 二 重 积分 概念 的 必要 条 件 , 希 望 读者 
通过 例题 切实 掌握 . 

例 1 证 明 :; 者 函数 f(zx,y) 在 有 界 的 区 域 D 上 连续 , 且 


三 zyy) 盖 0 则 | Fer, ydzdy > 0. 


证 ”由 题 设 条 件 知 ,0 二 区 世 f(zx,y) 牵 M, 所 以 ,flzx,y) 在 
D 上 的 积分 和 


> ,CE 7)Aa， 之 Dj mAo, 一 yn > ho. 一 .Ds,， 
i=1 i=1 i=] 
其 中 Ds; 是 DD 的 面积 .而 Ds > 0, 故 
Areazdty = lim Df,m)A0: > mDs > 0. 
为 0 i=1 


例 2 证 明 ; 若 函数 f 在 矩形 域 D 上 可 积 , 则 f 在 D 上 有 界 . 
证 ”由 定义 ,者 1(z,y) 在 矩形 域 上 可 积 , 则 Y e 守 > 0,Ij] o> 
0,yYy TED, 当 TH 二 6 时 ,有 
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| 密 AD)Aray 一 由 < 


BF I f(r,y | MM 
苟 /zy) 无 界 , 则 对 了 二 (001,02z，*…,0,), 人 至 少 在 某 0 上 ,有 
f (6;,7)AxAy; = J (6,,7;)Ao, 一 co. 
从 而 Bf ,0) AxiAy J |», 


51 出 矛盾 . 


例 3 把 积 分 ydzdy 当做 积分 和 的 极限 ,用 直线 网 z= 
i/nyy 二 J/n 7 一 1 2 00) 分 割 万 :0 委 z 委 1,0 委 yy 委 ]1 ,并 取 被 积 
图 数 在 小 正方 形 之 右上 顶点 的 值 为 f(&;,7,) ,计算 积分 值 . 

解 此 时 ,积分 和 式 为 


Dr, 7)) Axiy; = 5) 二 “ 工 . 寺 .= 二 Li > 
1 7 一】 一] j= 
EAC el 
= 剖 | 2 | 4 
所 以 | zydzdy = lim Sf En) AzAY, 一 地 
为 Ti, j=1 


例 4 用 直线 z= 二 1 十 i/n,y 二 1 十 2j/n 7 一 0, 1 2) 将 域 
1 和 zz 委 2,1 委 yy 委 3 分 为 小 矩形 .作出 函数 f(z,y)= 二 zx! 十 y: 在 域 上 
的 积分 上 和 4 与 积分 下 和 当 2 一 ceo 时, 求 上 和 与 下 和 的 极限 . 

解 求 上 和 时 , 取 /5 ,7 为 小 矩形 右上 顶点 的 值 ; 求 下 和 
时 , 取 f(&;,7;) 为 小 矩形 左下 顶点 的 值 . 故 


， ， , p21 2 0 
s=— 2 2 [+ | +|1+22| 寺 这 = 一 下 十 基 十 二 


例 5S 设 f(z,y) 为 连续 函数 ,证 明 : 
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lim -二 | fr,ydrdy = (0,0). 
r 一 0 7 a 
ry er 


证 ”由 二 重 积分 中 值 定理 ,有 
| fe, wdrdy = Fe | dzdy = rr? « f(&,7). 


7 十 yr ry re 
因为 (5,7) 是 域 xX 十 y 世 7 内 一 点 , 当 rr—> 人 时 ,f/f(§,7)—> 1 (0,0). 
由 连续 性 ,得 
lim -= | f(r,y)drdy = limf (¢, 7) = f (0,0). 
zr ty er 
一 般 地 ,各 f(xX,y) 在 方形 域 D 是 积 , 在 《xo,;yo) 连 续 , 对 
(Xo Yo) EGCD, 有 


lim 去 | /Ce dady 一 f(xo, Yo). 


{C—O0 


其 中 4(G) 为 G 的 直径 ,G 为 G 的 面积 
例 6 证 明 : 若 昂 数 f(x,y),g(r,y) 在 有 界 闭 区 域 人 上 连 
续 , 且 g(r,y) 实 0, 则 3 (6,w)ED, 使 得 


| wg lr, ydzrdy 一 f(€,7) |gCz, gydrdy. 
D D 


证 由 f(r,y) 在 D 上 连续 , 必 有 光志 f(x,y) 志 MM, 族 
V (rz,y)ED, 有 
mg (Ty) Sf ry gr,Y) SC Mg (x,y), 
从 而 ,有 


ecodrays fpelr ydrdy < Mace, ydady 
因为 BCZyy) 之 9 一 0 , 则 
p 
[fe we ydzdy 一 7 人 | gr,y)drdy 一 0， 
p D 
若 中 sec,yazdy 盖 0， 则 
D 
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| fz we rsy)drdy 
mM. 
中 gc,ydzdy 
fs 


由 连续 函数 的 介 值 定理 ,3 ($6,y) ED, 使 得 
| fozs Walz ydrdy 


一 f(€,7) ? 
站 ec,ydzady 
D 


从 而 | fers ya lr, ydzrdy 一 16 人 ||sczy)dzdy 
例 7 看 国 数 J (zx,y) 在 D 上 连续 , 且 对 任何 D' CD, 都 有 
jfcrsy)dzdy = 0, 证 明 :Y (zx,y) € D,f(z1y) =0. 


证 用 反 证 法 ， 设 在 某 Polxro, yo) 各 D, f (xo, yo) 天 0 , 不 
妨 设 f(xo,yo) 之 0, 则 依 连 续 话 数 的 局 部 保 号 性 ,存在 U (Po;7)， 


使 得 V (zy E UCP,;r) 门 DD, 有 f(x,y)> 于 03)>0, 于 是 
G 《7 


其 中 C=CCPoir),Dc 是 G 的 面积 .上 式 与 题 设 了 矛盾, 故 Y (zyy) 
ED, 必 有 zy) 一 0， 
例 8 级 数 Hz 一 | 


在 DL0,1;0,1j 上 是 否 可 积 ? 
解 ”不 可 积 .因为 对 区 域 的 任 一 分 割 , 若 在 每 一 小 区 域 Ac 上 
总 取 有 理 点 (6 7) ， 则 


AG ,7;) Ao; = 3 = Ds=1. 
若 在 每 一 小 区 域 Aa 上 总 取 无 理 点 (5;,7;), 则 


] ， (X,Y) 为 有 理 点 ， 
一 二， (zy) 为 无 理 点 
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Ye 7D)Ao 一 一 Ac 二 一 D,; 二 一 |]. 
i=1 i=1 


从 而 知 lim 2 了 ( 和 ,7:)Aoi 不 存在 . 


l 


全 9 信 半 J I00 于 cosz 十 cossy “的 但 


解 7 0 芝 cos:T 世 1,0 世 cosiy 忒 1,Ds = 二 200, 故 


] 
105 < Sf(7,y) 一 100 十 cos 和 十 cos?y < 100 


0 < dzxdy 
于 征 < | 100 十 cos 十 cos2y < 2. 


Te 


例 10 ”计算 lim 5) > : 与 | 全 7 | ,这 里 [z] 是 不 超过 z 的 
最 大 整数 . 


解 六 > 生生 | 是 函数 f(z,y) 二 2 区 
[让 在 方形 筷 疡 二 [0,2;0, 人 上 的 一个 积分 ， 
和 .将 z 轴 上 区 间 等 分 ,y 轴 上 区 间 2 等 分 , 故 [D2 
Au 一 高 ; 取 小 区 间 Ac 右上 顶点 | 乞 , 艺 | 的 函数 
值 , 即 构造 出 下 列 和 式 . 函数 f(z,y) == [x 十 y]. 


将 局 分 为 Di,D,,D;,D,, 其 面积 分 别 为 1/2,3/2,3/2,1/2, 各 
小区 吕 由 本 数值 分 出 为 0,1,2,3. 于 是 


im YS 2 人 | 一 


t= 二] j=1 


-一 | oazay 十 | azay 十 | 2azdy 十 | aazay 
D, D, 0 4 


图 13.1 


| 


0 十 azdy 十 2 || dzdy 十 3 || dzdy 
Db, D, 4 


-1.312.313. 工 二 
一 1 十 2 广 十 3 太一 6. 
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第 二 节 二 重 积分 的 计算 


主要 内 容 


1. 设 f 定 义 在 矩形 域 D= [a,6]X [c,dj 上 , 当 x 取 [a,6j] 上 
某 定 值 时 ,f(x,y) 是 [cd 上 的 一 元 函数 , 则 积分 (车 存在 ) 


1(z) = | f(x,y)dy, ze [a,6] 

是 定义 在 [a,6] 上 的 函数 , 称 为 含 参 变量 的 积 

2. 若 上 在 矩形 域 万 = [a,6] X [c,d] 上 连续 , 则 函数 TCz) = 
| /zwy)dy 在 [a,6] 上 连续 

3. 设 /在 矩形 域 D= [a,6] Xx [c,4] 上 可 积 , 基 YrxEe 
[a,6],f(zsy) 在 [a,6] 上 可 积 ， 则 含 参 变 量 积 分 I(x) = 
| f(zwy)dy 在 [a,6] 上 可 积 , 且 

| T(r)dz 一 | Acadzdy 一 | az| rezsydy 


Db 


4. 车 了 在 D=[a,6]X[c,d]j 上 连续 , 则 

中 redzdy 一 | dz| rcz,oay 一 | dy| Aeroar， 
即 累 次 积分 与 顺序 无 关 . 

5， 平面 点 集 万 =((Czyy)j| (zz) 委 yy 秋风 Ca 乏 z 委 0) 称 为 
XZ- 型 区 域 ,DD 一 {C(x,Yy) | > (y) 夺 XTis(y) ,cy 三 d) 称 为 y- 型 区 
域 . 

6. 设 /在 se 型 区 域 上 连续 ,Yi1(T) ,yy, (I) 在 ta ,oj 上 上 连续, 则 
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ya ( 工 } 
Gx) 一 | f(z,y)dy 在 [a,b] 上 连续 , 且 


| /Cededy =- | dz 7 fz, ydy. 
yj (I) 


7. 用 极 坐 标 变 换 X= 二 rcos0,y 二 rsin6 时 ,有 
| fez, ydzrdy= | ycreose,rsing)rdrdg 
Dp ry 


2, 7 (8) 
一 | do r(recos0O ,rsing rdr, 
r, (8) 


其 中 D'= {Cr,0) 1r(0) rr,(0) 0 过 0 妇 0 )， 
r» dCr 
或 | foreos0 ,rsing)rdrdo 一 | rdr| f(reosO,rsing) do, 
Dy 3 


0 (7) 


其 中 D’' ={(r,0) |r,(0) rr,(0) ,rr 人 Rr,). 


8 . 对 一 般 的 变量 代 换 & 一 KKCZ，y) ;UvU(T,Y) ,着 人 
了 


天 0. 那么 有 换 元 


天 0， 


则 有 逆 变 换 工 二 ZCxyo)yy 一 y(x mp)， 和 且 有 - 
公式 


fs ydedy 一 jeem， 


Ss 


y(u,v) ) 各: dzecdz ， 


其 中 D' 为 DD 变换 后 对 应 的 区 域 . 
9. 设 函 数 了 及 J, 都 在 矩形 域 D== [a,6bj] Xx [c,d4] 上 连续 , 则 


7(z) = | f(z, ydy 在 La,b] 上 可 微 , 且 


d o i 
FE| fdr 一 | 六 ceay 


10. 设 陋 数 了 及 f, 都 在 矩形 域 D = [a,b5] X [cd] 上 连续 ， 
yi19y2 为 定义 在 [a ,Dj 上 ,其 值 域 含 于 [c,d 的 两 个 可 微 国 数 , 则 郴 


yo (xX) 
数 F(z) 二 | _ Cry)dy 在 [4,6] 上 可 微 ,上 
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y] (x) ) 
F' (x)= | 三 zy)dy f(r, ys(T)) Ys (x) 
yer) 


一 三 (zyI(CZ) 7) ( 工 )， 


疑难 解 村 


1. 用 案 次 积分 来 计算 二 重 积 分 应 注意 什么 问题 ? 怎样 解决 这 
些 问 题 ? 

答 ” 解 题 的 关键 是 画 出 积分 区 域 的 草图 ,确定 是 x+- 型 区 域 还 
是 y- 型 区 域 . 

(1) 看 积分 区 域 既 是 x- 型 区 域 又 是 y- 型 区 域 , 则 两 种 积分 顺 
序 都 可 以 . 但 一 般 选 择 里 层 积 分 限 简单 的 或 积分 区 域 分 块 少 的 一 
种 ,以 减少 计算 工作 量 . 

(2) 被 积 函 数 含 有 绝对 值 符号 .最 值 符号 或 “[]” 符 号 时 ,要 将 
积分 区 域 适当 分 块 , 以 去 掉 这 些 符号 ,直接 进行 累 次 积分 . 

(3) 被 积 图 数 是 分 片 函数 时 ,要 分 片 求 解 . 

(4) 有 些 累 次 积分 要 化 为 重 积分 来 求解 . 

(5) 者 被 积 函 数 是 抽象 函数 ,要 依 函 数 的 特点 来 处 理 积 分 . 

2. 怎样 选择 是 用 直角 上 坐标 系 还 是 用 极 坐 标 系 计算 二 重 积分 ? 

答 主要 从 被 积 范 数 与 积分 区 域 来 考虑 . 

(1) 当 积 分 区 域 为 圆 域 . 环 形 域 .扇形 域 及 极 坐 标 曲 线 包围 区 
域 时 ,可 选择 极 坐 标 系 . 

当 积 分 区 域 为 多 边 形 或 直线 与 一 般 曲 线 围 成 图 形 时 ,可 选择 
直角 坐标 系 . 

有 些 图 形 分 块 后 可 能 要 用 不 同 的 坐标 系 ， 

(2) 当 和 被 积 消 数 形 如 f(z? 十 y*) 或 f(y/x) 时 ,可 选择 极 坐 标 
系 . 


(3) 当 积分 区 域 为 精 贺 或 被 积 函数 形 如 /| 三 十 芳 | 时 ,可 进 
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择 广 义 极 坐标 系 ,z 一 racosb0,y 一 rosin0. 此 时 ,|J | 一 rap. 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


除 疑 难 解 析 中 所 讲 的 问题 外 ,我 们 还 知道 累 次 积分 可 看 做 两 
次 定 积分 ,因此 , 定 积分 中 的 方法 和 技巧 在 二 重 积分 中 仍 可 使 用 . 
但 是 被 积 函 数 的 奇偶 性 与 积分 区 域 的 对 称 性 表现 得 可 能 比 定 积 分 
复杂 些 . 读者 应 很 好 地 加 以 辨析 ,应 用 得 当 可 以 简化 积分 计算 . 

一 、 二 重 积 分 的 计算 

例 1 计算 下 列 二 重 积分 : 

(1) |iz’ydzdy,D 由 z= 二 0,y= 二 1 与 二 Vy 所 围 成 ; 


Dn 


(2) 于 4rdy,D 和 由 zy = 1,y 一 z 与 + 一 2 所 围 成 
(3) ke 十 y)*drdy,DD 由 |z| 十 |y| = 1 所 围 成 ; 


(4) 中 re *qzdy,D 由 二 0,y 二 xX 与 y 二 1 所 围 成 . 


解 先 画 草图 ,用 不 等 式 组 确定 区 域 ( 包 括 确定 积分 顺序 ); 
然后 配置 积分 限 , 逐 层 积分 . 
(1) 如 图 13. 2 所 示 ,D 表示 为 :Zz* 世 y 世 1,0 声 Xz 声 1, 故 


图 13.2 图 13. 3 
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0 2 
(2) 如 图 13. 3 所 示 ，, 万 表示 为 :1/z 委 y 委 zz 和 2，, 故 


” dy _ “ 了 _ Z 3 
1= | az £2 = EE dr = | 2 |) ia 4 
(3) 如 图 13.4 所 示 ,D) 表示 为 :0 世 XT 世 1, 一 1 全 y 夺 1 一 7X;D， 
表示 为 :一 1 和 用 xz 委 0, 一 1 一 z 委 y 委 1 十 z. 故 


了 一 | 十 y)*:dxdy 十 | (TX 十 y)’drdy 


D 


2 


sie 


| 


| 


| dz | (十 3) dz 十 | dz (x 二 3) dz 

1— 
| [一 (2 一 Do9dz 十 二 | [2r + D+ 1ldz 
1 
3 


1 2 
十 到 一 本 


< 
Ll 
HH 


图 13. 4 图 13.5 


(4) 如 图 13.5 所 示 ,D 表示 为 :0 过 y 志 1,0 志 + 之 y, 故 


1 3  ， 
r= | edy| rzdz 一 | ed 


一 二 | ye 一 | 一 3 |= 忆 | 2 
一 下 (ye ?| ye * dy)= |!1 ej) 


本 题 若 先 对 y 积分 , 则 ja 不 能 用 有 限 形式 积 出 . 积分 中 还 使 
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用 了 分 部 积分 法 ， 
例 2 改变 下 列 积分 中 累 次 积分 的 顺序 : 


27 2 ] 
(1) | az| f(r,y)dy; (2) |az| ,f(x,y dy; 
1 xr? 2 (3— Xx)/2 
(3) | daz| fz ,ydy + [az| f(r,y)dy; 


1 VI 4 Vr 
Gd) | az| foswdy t+ | dz| fo,ydy. 
解 。” 先 依据 原 积分 限 画 出 积分 区 域 的 草图 ,然后 按 新 次 序 写 
出 区 域 的 不 等 式 组 表示 (包括 区 域 分 块 ) ,配置 积分 限 . 
(1) 如 图 13.6 所 示 , 积 分 区 域 分 为 Di 和 DD,,D, 表示 为 :0 太 y 
二 2,y/2 研 工 苹 yy;D;i 表示 为 :2 委 7? 委 4,y/2 委 Z 魏 2. 故 


2 y 4 2 
1 = |as| CT»y) dx 十 [ayl f(x,y dx. 


图 13.6 图 13.7 


(2) 如 图 13.7 所 示 ,积分 区 域 分 为 和 DD;,D) 表示 为 ;0 妇 y 
委 1,0 委 7z 委 Vv yiD: 表示 为 :1] 委 3y 委 4,， vvy 委 zz< 委 2. 故 


1 1 2 和 
! 一 | az| rsyydy 十 | dz| f(r,y)dy 


1 wy 4 2 
一 | dy| 三 Czyy)dz 十 | dz| f (x,y)dxz. 
0 0 1 Vy 
(3) 如 图 13. 8 所 示 ,D 表示 为 :0 二 y 声 1, Y yy 委 z 委 3 一 2y， 故 
1 3— 2Yy 
了 = | dy 三 (zy)dz. 
0 Vy 
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图 13. 8 图 13. 9 


(4) 如 图 13. 9 所 示 , 刀 表示 为 :一 ] 委 ?和 肛 2，y 入 z 魏 ?十 2, 故 
2 多 十 2 
7 一 | dy| f(x,y)dz. 
_1 y2 
例 3 计算 下 列 积分 : 
" . TT 4 : .XX 
(1) |az| A 2ydY 十 |az| sn 2 
(2) ||sinzsiny max(zy)dzdy 门 :0 二 ,YY 过 区; 
£2 
(3) || jzyldzdy ,Diz + y < 
a 


解 (1) DD 如 图 13. 10 所 示 , 显 然 先 对 
y 求 积 较 困难 ,和 需 改 变 积 分 次 序 . 因此 


2 > NAT 2 | Ty 
1 | y , sin 2yd7 二 YCOs dy 
0 4 . Ty 2 TY 1 
工 | ysin 2 x 2 | 
图 13. 10 = 4(2 + T/T. 


(2) 被 积 范 数 含 max (XT,y), 需 利用 直 
线 y= 二 工 将 口 分 为 D! 和 Ds. Di 表示 为 :0 委 z 委 rz 魏 y 和 riD 表 
未 为 :0 二 XNA,0 YX. 故 


7 一 | dz| sinzsiny。 ydy 十 | dz| sinzxsiny * xXdy 
0 I 0 0 


一 | sinx(— cosy * y+ siny) | dz 十 | ZSInZK 一 Cosy) | dz 
0 工 0 0 
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一 57X/2. 
(3) 用 直线 += 二 0 与 y 一 0 将 万 分 为 四 块 ,得 


| Wai qd “] | ] 
ol dy 一 jd and 


0 Va —z? 0 0 
_ | az| Zydy 十 | dz| Tydy 


a 


Bp 
对 含 绝 对 值 符号 的 积分 ,要 根据 了 消 数 的 特点 ,将 区 域 分 块 ,去 掉 绾 
对 值 符号 . 

例 4 计算 下 列 二 重 积 分 : 


(1) | 一 27 十 3y 才 2)dzdy， :zz 十 内 扫 aa 
D 


a a4 a Qt 
TE Te sse 


(2) | c 十 y)dzdy,D 由 y= 二 X,Yy 二 47:,y 二 1 所 围 成 . 
Fp 


解 ”考虑 积分 区 域 的 对 称 性 ,化 简 积分 . 
(1) 区 域 D 关 于 x 轴 ,y 轴 与 原点 对 称 , 故 


| —2zardy =0, 3yazdy =0, | =aray = | any 
D Db D D 


7 = | zrazay 十 2 ||dzdy 
D 


D 


则 | razdy= ok: 十 y’)dzxdy 一 3| dg| 。7-d7 
六 | 0 0 


2 
Sl. 
-一 了 2T 4 一 人 9 
|azdy = mo 
大 
从 而 一 Tad/4 十 2TC2. 


(2) 积分 区 域 关 于 y 轴 对 称 , 故 | zdzdy 一 0 
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dy[ ”a 
/= J yardy 2] | Vy /2 


! Vy 2 
一 2| y wy 一 YY)dy 一 ?| ydy 一 吾 : 
例 5 计算 下 列 二 重 积 


2 .2 
GD [Ydrdy, Dr + y < a 
DD 


(2) | ce 十 名 )dzdyy D: VY2X xy 世 Y4— x 
D 


解 ”本 例 用 直角 坐标 系 计 算是 困难 的 ,要 变换 为 极 坐 标 系 来 
计算 ,并 注意 区 域 的 封闭 性 ， 


(1) DD 表示 为 :0 志 6 夺 2x,0 志 7r 二 a，, 故 


1= | "do| Vis- dr ( 令 r? 二 1) 
加 0 0 1 二 rr 人 了 
2 2 2 
ff 站 一 让 dt | t 
本 "| ] 十 st | £2 0 dt 


V1C— V1 一 起 

a EF | 

= x arcsint| 二 xvV1l—f 
0 


心 
一 farcsina 十 V1 一 4 一 1 


(2) 万 应 添加 条 件 0x 志 2, 则 变换 后 区 域 可 表示 为 :2c0s0 志 
r<2 ,0 委 0 委 /2， 故 


了 于 2 x/2 

7 一 | dg| 一 。7dr = 4| (1 一 cos‘0) de 
0 cosg 0 

3°1 x 


SA 3l1, TD 
= 4| 志 一 3 2 | ix《 瓦 里 士 公式 )， 


例 6 计算 | cz ~ y| + odrdy,Dir yl,r 0,y 
DD 
>0 


解 ” 为 了 将 绝对 值 符号 去 挥 ,用 直线 y 一 工 将 万 分 为 Di:y 志 
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.二 和 门 ; :y> 迷 ,再 化 为 极 坐 标 计 算 . 故 
T= li(x— ydxdy 二 + li(y— x)dxdy + 中 2dzdy 
和 


x/2 
一 | dg| (cos6 一 Sin0O)dr 
心 心 
/2 1 
+ | dg| rz2(sing — cosb)dr + ?| rdrd0 
/4 0 
D 
1 /4 
一 3| (cosl 一 sinO) de 
3 Jo 
1 x/2 | A 
十 二 | (sinl0 一 cos0O)d0 十 2 .一 
3 /4 4 


To _ 

二 (V2 一 1). 
例 7 计算 | 
|azay, D;:x 十 y 太 2(z 十 y). 
5 
解 ” 疡 十 交 委 2z 十 2y 

一 (Z 一 1) 十 (一 1) 委 2. 


(1) 如 图 13. 11 所 示 ，, 刀 表示 为 :0 委 r 委 
2(cosl 十 sin0) ,一 T/4 委 0 妇 3r 14. 图 13.11 


3x/2 2(cosd + sing) 
7 一 | db | ycos0 + singyrdy 


x/2 0 


8 3 7 2 
-一 3| (cos0 十 sin0)*d0 
3 /2 


| 


| 已 | 加 1 
3)_,,l 3 十 2sin248 pcos40 do 
3r/2 

一 47. 
/2 


8[3p_ i. 
了 | 六 4 cos206 sin40 | 


(2) 作 坐 标 代 换 x 二 1 十 rcos0,y==1 十 rsin9, 则 DD 表示 为 :0 过 
O027,0 才 7r 坟 VY 2 , 故 
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2 WA 
7 二 | do| (2 Treosg 十 ysingyrdy 
心 人 Q 


一 | [2 十 cosb 十 sing |d0 一 47. 
注意 许多 题 是 可 以 一 题 多 解 的 ,为 了 节省 篇 幅 , 本 书 每 题 只 
给 出 一 种 解法 . 
下 面 给 出 一 个 非 连续 函数 的 积分 . 求 非 连续 函数 的 积分 ,要 依 
连续 性 划分 积分 区 域 , 分 析 其 间断 线 与 曲线 交点 . 
4Bcp 例 8 计算 | Vy 一 27]dzdy, xz 过 y 


< 4 


> 
4 


解 ” 如 图 13. 12 所 示 , 按 连续 性 划分 积 
分 区 域 为 : 
7 当 z 人 yr 二 1 时 ,Ly 一 x” 二 0; 
当 坟 十 1 夺 y 太 XT 十 2 时 ,[y 一 xXx?]==1; 
名 13.12 当 zz! 十 2 志 y 志 7z? 十 3 时,[y 一 zx?*] 二 2; 
当 十 3 信 y 太 XT 十 4 时 ,Ly 一 x] 二 3. 
抛物 线 与 直线 y= 二 4 的 交点 为 A(1,4),B(V 2 ,4),CCV 3， 
4),D(2,4) ,积分 区 域 关 于 y 轴 对 称 . 于 是 


vi ze 十 2 v3 4 
1= ?| | dz| dy 十 | dz| dy | 
0 z2 十 1 v 了 r 十 1 
zt V2 4 
+2V3 jaz| dy 十 | dz| dy 
0 r+2 1 xz2 十 2 


1 4 
+2V3|dz|, dy 
0 十 3 


Lh 


v3 
=- ?| v +| (3 — zdz | 
ww 
v2 1 
十 2 + (2 — zdz |+ 2 | (1 — zydz 


~ SUA+4V3—3V2). 
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例 9 计算 下 列 积分 : 


2 
(1) | Ssin(zy)dzdy,D 由 学 人 TRNAy,TEY SITY 
已 


0, 工 0 所 围 成 ; 


(2) 中 ( 工 十 y)ln(1 十 工 /yj 


dxdy,D 由 工 二 0,y 二 0,T 十 yy 
v1l—Xr—y 


二 1 所 围 成 ， 
C3) eidzdy,D 由 z 二 0,y = 0,z 十 y= 二 1 所 围 成 
解 ”本 例 要 依据 函数 特点 ,进行 适当 的 变量 代 换 后 再 计算 . 
_x _Y 1 : 亿 Zz 
(1) 作 代 换 “oy ?下 , 则 J = 3 ，, 天) 化 为 LD . 2 yl 
<Y<? ; 工 记 0,y0. 于 是 


{ 一 enemy «3 一 dxdz 一 于 | du| usinCuv)dy 
x/2 1 


_1 1 
一 ;| cos(uv)] | du 3 


(2) 作 代 换 zf 十 y 一 w, 庆 二 0, 则 六 一 


La 


uw 
TY ito17|- 
EE 代为 D' :0 志 w 忒 1,0 这 v 碌 十 oo, 于 是 


(1+v 
T= | 宇 光 二 wv) lu| 
有 二 一 一 vy Djidudv 
_ | a winddtv) 
0 ol 二 v)* v1l—u 
-六 ln(1 In 人 l 十 之 ) dz| 2 dy 
二 vv) 1 二 
其 中 
"in 十 Tf lind 二 vit”™ | dv 
| do | ] 十 vw | 下 0 (1 十 也) 
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四 2 
1 t (1 一 了) dt = 18, 
0 一 并 
_1.16_ 16 
故 I=1.15™ 1 
— 十 
(3) 作 代 换 二 y 一 X+,v 二 y 十 工 , 则 f= 17 {= 


1/2,DDD 化 为 DJ,D' 由 wv 二 1 ,zw 二 vu 二 一 v 所 围 成 . 
_ uv 1 | | WiU 
7 = | 7 dudv 一 了 dv ee qz 
ys 
1 i 1  - 
;| Ce ei)vdv 1 (e e 1). 


二 、 二 重 积分 证 明 题 
二 重 积分 证 明 题 的 求证 , 常 利用 对 积分 区 域 的 分 块 和 区 域 的 


对 称 性 或 对 被 积 了 淆 数 的 变量 改变 记号 、 利 用 被 积 陋 数 的 奇偶 性 以 
及 改变 积分 顺序 等 方法 进行 . 在 证 题 前 ,对 命题 要 有 深刻 的 思考 . 


例 10 设 /(x) 在 [0,1] 上 连续 , 且 | /(z)dz = 4, 证 明 ， 
| dz | fz)f dy 一 本 4 
证 ”用 改变 积分 顺序 与 改变 记号 的 方法 , 即 
| az| reoyoodr | ay| fC)f Caz 
一 | dz| f(r)f 6dy, 


ea 
ug 


1 1 
故 27=| dz| fez)/Cydy + | dz| fC2)f dy 
1 1 1 2 
一 | az| Aeroody 一 | fodz | 一 4?， 
1 1 1 
7 一 | az| f(r)f (ydy 一 pt 
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例 11 设 f(x) 在 [a,56] 上 连续 ,试用 二 重 积分 证 明 ， 
| reodz] 和 一 a| faz. 

证 因为 

o< | dz| [f(z) ~ fFdy 


一 (6 一 | | PCz)dz 十 | Poody]- ?|| rz)dz |] ， 


PF 以 [| fryaz) 之 (bp— | (xX) dz. 


当 太 Cz) 一 c( 常 数 ) 时 等 号 成 立 . 
例 12 车 f(x),g(zx) 在 [a,6b] 上 连续 ,证 明 . 


| feo)ac)dr| < |F Cz)dzr| g*Cz)dz. 


证 因为 [f(x)g(《(z) 一 f(y)g(y) 了 于 衬 0, 所 以 在 方形 域 D,a 声 
Z<p0a 委 yS2 上 ,有 


0 过 中 [regcz) ~— f(y)g(y) jdzdy 
D 
orp bre 
一 | | 六 (zz)g82(r)dzdy 十 | | f:(y)g’(y)dzrdy 
prb 
一 2| | f(z)g (rz)f (yg (ydrdy 
sre b 之 
= 2| | f° (zr)f*(y)drdy 一 ?| | f(z)g zydz) ， 
器 2 b 必 
故 | fz)g(z)dz | = | f(z)dz| f’(y)dy. 
1 
当 f(z) 二 VYh(X),g(7X)= 二 一 一 一 时 ,由 上 式 得 


pb b 
| aczyaz| jsde > 一 ao hr) 0). 


例 13 证 明 ;:Y nEN,n 证 1, 有 
* 了 83。 


[fw fdy = | 6 "fdy 


证 {= | ay| c — y) “f(y)dzr 


| ! 一 | dy 


刀 一 外 


= 二 | 一 oody 


例 14 设 湖 (z) 是 Lc,o 上 的 可 积 函 数 , 而 f(x) 与 g (x) 在 


8 由 a 
| plz) f(z)dz| pr)g x) dr 去 | pz)dz| pr) fx) g(r dx. 


证 设 1= | pCz)dz| pCz)f (rg lr)dz 
一 | pC)f Cr)dz| pz) gz)dz 
则 {= | pdy pf (g(r) dz 
— | pC fen)dr| peg dy 
一 | [gC)p fa) [ga) 一 &(y) Jdzrdy. 人 
类 似 地 ,有 
{= | acoaz| pW Wg dy 
一 | p70)dy| pC)g Cr)dr 
一 | | ger)p 6 fn Ls) — g(x) jdzcdy. ©) 
(十 名, 得 


pr 
7 =) | pep WL) — fy) Lacz) ~ gCy)Jdzrdy. 


因为 pz)>0, xz) cy) 单 调 , 故 7 >0， 即 命题 成 立 . 
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例 15 证 明 ， | readzdy =In2| fCwdu. D 由 zy=1,zy 
D 


一 2,y 二 xX，y 二 47Xx 所 围 成 . 
证 ”因为 函数 和 积分 区 域 的 特点 , 设 zx 一 zy 一 y/Z， 则 厂 化 
为 D' ,1 过 u 夺 2,1 夺 v 所 4 ,1J|=1/2v. 


7 一 ||fe [J 1dudv = 二 | /codz| do 一 ln2| fdu. 
1 1 1 
ry 


三 .其它 二 重 积 分 问题 


例 16 计算 lim| a 一 dx. 


| Ea ee -2dy 
0 上 


解 了 一 1m 2 
I—" 人 0 ] 一 已 
ri/2 
改变 髓 诺 | qu| e029 
lim -一 二 一 一 一 一 


| 二 一 (一 z/2)2 /| 1 -22 
lim| >) * dt 2 Xe | 


人 -万 人 0 


3 一 上 一 ZXA2 ,,， >| 2 / 1 2 
————————— | — -~ | 2 工 /4 
im| 2 2 y| ee | 


lL 1 |/| 去 一 于 1 
—lim| 4 2 4 |= 2 


T—*0 


例 17 设 Tr) 二 | edu, 求 1(7). 


解 不 能 直接 计算 . 设 D:[ 一 rr; 一 r,r], 则 
RO) =[IOF=| er | ewdy= lle- ®t qxrdy. 
ee 


分 别 作 DD 的 外 切 圆 域 D; 与 内 接 圆 域 D,, 因 为 DICD,,e -< + > 
0 , 故 


外 eazay 去 T(r) < |[e rqzdy, 
D, D, 


设 ZX 三 pcos0,y 二 ps1n0, 则 |7 |=p,， 于 是 
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2 ， 2 2 7 2 四 了 
| “> dzcy = | do| e ‘pdo= (le "), 
0 0 


】 


2 2 2 Y 2 > 2 2 
ee Wd dzdy| dg| e podp 一 FL 一 e ”). 
0 0 


2 


由 夹 到 性 知 ,lim7?(r) 二 x,lim7(r) 二 wx， 即 
| e-"du 一 VR 或 | ea 一 ， 
例 18 求 下 列 极限 : 


,fite dz .fi 5 5 
(Dlim| a 2 lim| a VF TF edz; 


2 
(3) lim| xz:cosazxdz. 
oO 


解 ”(1) 因为 ;0,1 十 都 是 连续 硝 数 , 故 下 (a) 一 


] 
1 二 x 二 a 


1+a dz 
| J 二 ZT 也 是 4E€ R 的 连续 了 消 数 ， 所 以 


| l+a d 
-tnr| = 
Ti an 二 下 
] 
(2) F(a) = | VP 二 也 是 a € R 的 连续 函数 , 圾 


lim vr odr=limF(a) = F(0) 一 ?| zdz 一 ]. 
1 ww0 0 


本 一 大 站 — 


2 
(3) F(a) = | zicosazxdz 也 是 a E R 的 连续 消 数 , 故 


2 
lim| rxcosardz = limF (a) = F(0) = | zidz 一 
0 


"O00 三 -和 用 3 
例 19 求 下 列 函 数 (a) 的 导数 . 
GD) | edy， (2) | eV dz; 
(3) | D+ on), (4) | fe 十 az 一 ac)dz、 
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解 ”可 直接 套用 公式 求解 ， 
GD F' (a) = 所 Co)e re 


_ d (a)e-™ 


y=a da 


ek 


十 | (e ~ )sdy 


一 上 一 对 一 ay: 2 
一 2ae ”一 e ”一 | e ”ydy. 
立 


a lsina| wj cose| 


(2) F(al) 一 一 SInQ *e 一 COSQ 。 Ee 
+| VI=Re dx. 


sing 


(3) FE (a) = 一 In] 十 a*) 十 | 


] 十 az 
(4) 设 w= 二 xz 十 av 二 x 一 &; 则 F(a) 二 | ceadz， 


dz = lnd1 十 co )， 


Fr (= fC28,0) 十 | [ea 一 万 Con)]dz 
= f(2a,0) 十 ?| fu us0) 
一 [Ex (usv) + fCu,v)Jdr 
= /G28,0) + 2 fr)dr — | Cf)dz 
一 (2a,0) 十 ?| fv usw)dz 一 z 十 az 一 a) 
= f(2a,0) 十 ?| 大 (uo dz 一 2a;0) + fla, — a) 


二 f(a, 一 a) 十 ?| / (u,v) dx. 
例 20 求 下 列 消 数 F(z) 的 二 阶 导数 : 
GD | ce 二 JoDdz， f(z) 可 微 
(2) | fz 一 yldy, a 之 5b， f(y) 可 和 


解 。” 按 公 式 求 导 , 视 F(x) 二 [F(x)J. 
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(1) F’' (xz) 一 27zz) 十 | fdy, 


F(x) = 2f(7x) + 27rxf' (x) fr) = 3f 7) + 2rf (7). 
(2) 当 zE(a:o) 时 ,有 


I 
F(z) = | (x — y) fy)dy + | (y — zx) fy dy, 


) d {7 d {7 
故 天 (zl) = 二 | (XO— y)/(y)dy 一 | (y — x) (y)dy 

I 9 六 9 

一 | L(x — y)f(y)jdy 一 | Fa — XxX) (y) Jdy 

一 | ooay 十 | 7oondy， 
F(z) = fr) + f(r) = 2f (7x). 

. 
当 工 区 (gyb) ,x 之 a 时 ,有 F(x) 二 | (y 一 x)f(y)dy， 故 


PCz) = | RE — 2dy =— | fdy, 
Fr (zz) = 0. 
类 似 地 , 当 工 二 5 时 ,F(x) 二 0. 因此 
2f (zr), XE€ (a,b), 
0 ， 工人 多 (a,0b). 
例 21 利用 对 参数 的 微分 法 计算 下 列 积分 : 


r/2 
(1) | ln (a’sin?z 十 bcos:x)dz; 
0D 


F"(zx) | 


(2) | ma 一 2cacosz 十 a)dz， 

解 (1) 当 |a| 王 12%| 时 ,有 

”nkassinzz 十 cosZ)dz = Flna = Tin 
当 |al 关 |5| 时 ,有 


r/2 
| In (a’sin:z 十 bcos’:T)drx 
心 


lal + 12 
7 一， 


WA 2 2 2 2 上 2 
= | | 。 + (a 6 ?os2 |dz 
0 2 2 
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K/ 
— FIn “二 人 +| lntdl 一 ccos27x)dz,) 


其 中 < 一 鼎 二 05, 故 0<|c|<1. 从 而 


原 式 一 sln “一 十 二 | In — ccosu )Qz， 


设 T(c) = | ma 一 ccosu)du， 则 
) 一 COSu 人 加 ] 
一 | 上 一 cond rc J ] 一 on [du 


Tn l | 2 1 十 c T : | " 
王 一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 arCtan 了 一 二 
~ ] 一 了 区 | 一 tan 7 


0 


一 一 1 — -| 0<lc|<=<1. 
故 To) 一 | |1- 一 dr 

-xnlzl+ml 二 人 =| 

= x[ln(l 十 V7) =n lt oe. 
得 了 | 生 于 后 ] 一 mn 言 [1 二 六 年 太一 nr 


从 而 | InCaisin’z 十 bp:cos’ zx)dz 
e+ TI Ca 十 天 jal 十 2 
2 十 了 20 二 5 一 rn 
可 见 , 不 论 |al=|12| 还 是 |a| 和 天 12| ,结果 都 是 相同 的 . 
(2) 利用 上 例 结论 


一 zln 


页 nl 
faa cordr = dn Lt VIEE, 
0 


COST|dzx 


有 ” 原 式 == xln(l 十 a?) 十 [In{1 — -; 22 
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] 2 
rin(1 十 4a) 十 rn 1 十 A/ Pes 


| 


; 1] 二 a 十 |1 一 a | 
rn + 4) + In 2(1 二 a?) | 
= 当 lal 委 1， 
| nna:， 当 |c| 全 1 


例 22 应 用 积分 号 下 微分 法 或 积分 法 计算 下 列 积分 : 


x/2 
C1) | arctan(atanz) ] (lal = 1); 


ta 了 
2 一 x 
lnz 


(2) | si dz (b >a > 0). 


in 4 
.二 


解 (1) 设 1(a) = | arctan(atanz) | ， 刚 


0 tanZw 


I'( ) 一 | dz t 一 tan | dz 
“ J。1 十 atan?z o。 (1 二 aiwi)(l wu’) 


i 
a 一]Jo Lu 二 l/ar ww:++!l1 


DO 


[lalarctan lalu — arctanu | 


2 一 1 0 
工 l 
» 9 之 9 
nx 1 2 1 十 a 2 一“ 
2 2 (la| ~— 1) = 
a 一 7 
2 1 ，a < 0. 


当 a 二 0 时 ,7(a) 一 0; 
当 a>0 时 , I(a) = 二 | ov ln + a); 


2Jol 十 U 和 
当 a 二 0 时 ,1T(a) 一 到 | dv 一 一 一 In(] 一 a). 
2Jol—wv 2 
综 上 所 述 ,得 
"2arctan(atanz), x 
| ng Tsgna)ln(1 + 1al). 
bg dd 
(2) | si in + 二 ~ dz 
0 lnz 
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1 1 六 1 I 1 
= | sinfIn 过 jdz| zdy = | dy| sin| In 于 | xz’dz, 


In = ZX’ 在 域 :0 志 z+ 声 


当 x 二 0 时 ,sin 加 二 jz 理解 为 零 , 则 sin 


1,4a 夺 yb 上 连续 , 故 可 交换 积分 次 序 . 
作 代 换 X=e , 得 


] To 一 《3 十 了 
sin| ln 一 |z?dr = e sintdr 
0 .十 


十 oo 
一 TF (y 十 1)sint 一 costle + 


0 


1 
1 二 (十 vy) 


于 是 | si 


jn 一 
Tz 


-| Ty 1 二 二 yy 二 7 一 srctan《] t+»)| 


= arctan(l 二 6) 一 arctan(] 十 a) 
bp—a 


ManTFd red ra 
类 似 可 得 
1 1 六” 一 7 [a 1 十 y 
| cos In Inz 4 = ,TF yi 
了 2 二 上 | " 立 十 2 十 2 
0 QT oO] = 2 全 区 二 


第 三 节 三 重 积 分 


主要 内 容 


1. 议 / 是 定义 在 长 方 体 VCR? 上 的 函数 ,J 是 一 个 确定 的 
“391， 


数 . 车 YV s 盖 0, 9>>0,YTEVY, 只 要 外 了 外 <0, 属 于 分 割 了 的 所 
有 积分 和 都 有 

| DY fs LAV — J| < e, 
则 称 在 V 上 可 积 ,J 为 /在 V 上 的 三 重 积分 , 记 作 


J = | fez,y,2)drdyde, 或 | f. 
V 
V 
2， 称 肾 数 
、 fxsy32), (zyyyz) EV, 
f (XT,Y,Z) 一 人 
0 ， (zyz) EV ANY 


为 了 在 了 上 的 延 拓 函 数 . 
3， 若 JCzyyyz) 人 在 VV -一 [aa ,po XX [c,d | X Le 三 | 上 的 三 重 积 


分 || rczsy,z)dzdydz 存在 , 且 对 任何 x € [a,6], 二 重 积分 1(z) 
= f(z,y,z)dydz 存在 (D = [c,d] X [e,/]), 则 


|azllfe ,yz)dydz 
“” 


ps 
存在 ,县 | fr,y,2)drdydz= | dz | fCr,y,a)dyds 
V ”和 


b dd f 
一 | dz| dy| /f(x,y ,2) de, 


4. 设 V={(zxyy 2) 12 (zy) RZEZ (TY) y1(T) CYyS 
yz(Z)，a 委 Z 委 bp) 7 在 zoy 平面 上 的 投影 区 域 D= {C(x,y) |yi(x) 
yyz(T),a 志 Xb) 是 z- 型 区 域 , 它 对 于 平行 > 轴 且 通过 也 内 
点 的 直线 与 了 的 边界 至 多 交 于 两 点 . 

设 了 在 V 上 连续 ,z(x,y),z;(xX,，y) 在 DD 上 连续 ,yi (x)， 
y2《X) 在 La,6j] 上 连续 , 则 有 
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zs (X.Y) 
fr,y,2)drdyds 一 Jazay| f(x,y,2)dz 
V pb 5 TY) 


b ?yo (I) za (TY) 
=| dz| dy| f(r,y,2)dz. 
ad zl1 (3 


3y1( 工 ] 


5. 设 :了 在 有 界 闭 区 域 V 上 连续 ., 则 
7 一 中 reesyzdzdydz 


== 用 yc Uv) Xu vt ) | BB | dudvdw,， 


其 中 了 一式 Z，y， 1 


DCUL DTO) 
Z 一 rcCOSI，0 和 rr 委 十 co， 
(1) si 0 过 0 2x, J 一 守节 一 r， 风 
之 二 之 ， 一 CO 之 之 之 十 oo， : 


| fez,y, drdyds 一 中 /eeose,rsing,z)rdrdpdz 
2 


称 为 柱 坐 标 下 的 三 重 积分 ， 
X=rcostsin0，0 世 7 之 十 oo0， 
(2) ee 0 姑 I<T， J 一 六 sinp, 则 
之 一 COS0， O00 2X, 


中 xc ,yy2Z)dQZzdydz 
V 
一 中 7reeosesinp,rsinpsing， rcosp)r’sing drdOdo 
入 
称 为 球 坐 标 下 的 三 重 积分 . 
疑难 解析 


1. 怎样 理解 三 重 积分 的 黑 次 积分 公式 ? 
答 ”主要 内 容 4 所 给 出 的 累 次 积分 公式 ,只 是 一 种 积分 顺序 
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的 体现 ,实际 上 ,三 个 自 变 量 可 以 有 六 种 不 同 的 积分 顺 订 ,要 根 据 
具体 情形 (包括 积分 域 的 考虑 和 积分 图 数 的 考虑 ) 和 个 人 的 习惯 来 
选择 . 在 选择 时 ,要 考虑 区 域 少 分 块 , 因 为 分 块 越 多 积分 次 数 越 多 
《 当 平 行 坐 标 轴 的 直线 与 区 域 边 界 交 点 多 于 两 个 时 就 要 分 块 , 所 以 
要 选择 好 顺序 ,避免 出 现 多 于 两 个 交点 的 情形 ). 同 时 ,更 要 考虑 内 
层 积 分 限 范 数 简化 ,以 便 使 后 面 的 积分 计算 较为 容易 ， 

三 重 积 分 除了 化 为 三 次 积分 外 ,还 可 以 化 为 先 二 重 积 分 后 一 
次 积分 或 者 先 一 次 积分 后 二 重 积分 的 形式 ,这 主要 由 被 积 贰 数 的 
因素 并 结合 积分 区 域 来 考虑 . 详 见 后 面 的 例题 . 

2， 怎 样 选择 三 重 积 分 的 坐标 系 ? 

答 如 同 二 重 积分 ,选择 坐标 系 的 出 发 点 是 积分 区 域 的 形状 
与 锌 积 图 数 的 形式 . 当 积 分 区 域 为 正方 体 . 长 方 体 及 一 般 的 多 面 
体 ,或 一 般 形 式 的 函数 时 ,通常 选择 直角 坐标 系 , 因 此 选择 直角 坐 
标 系 的 时 候 最 多 . 当 V 为 柱 形 区 域 ,其 投影 域 适 用 极 坐 标 表 示 ,或 
被 积 函 数 含 投影 域 坐 标的 二 次 式 ( 如 z 刀 十 如 ,yz 时 ,一 般 选 择 柱 
坐标 系 . 当 VV 为 球形 区 域 及 其 部 分 ,或 被 积 函 数 含 x? 十 y: 十 z* 因 
陈 时 ,一 般 选 择 球 坐标 系 . 有 时 还 因 某 些 特 殊 函 数 或 特定 区 域 选择 
特定 的 代 换 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


计算 三 重 积分 ,首先 要 对 空间 解析 几何 概念 ,特别 是 空间 的 平 
面 、 二 次 曲面 的 特点 和 形状 有 一 个 正确 的 认识 . 一般 要 先 作 出 空间 
立体 (积分 区 域 ) 的 草图 ,确定 选择 哪 种 坐标 系 和 什么 样 的 积分 顺 
序 ;然后 再 按照 确定 的 坐标 系 与 积分 顺序 写 出 积分 区 域 的 不 等 式 
组 表示 ;再 配置 积分 限 , 进 行 逐 次 积分 . 逐次 积分 时 ,可 以 运用 定 积 
分 的 所 有 技巧 与 方法 . 

例 1 计算 和 下列 三 重 积 分 : 
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(1) 小 v1— Xxdrdydz,V 由 y= 二 一 vl 一 7 一 2 ,XTX 十 
VY 


(2) 用 zedzaydz,y 由 z= 二 Xzy,y 二 XT,T= 二 1,z 二 0 所 转 成 ， 
V 


(3) yeos Ce + 2)dzdydz,V 由 y= 二 Vx,y 二 0,z 二 0, 及 工 
V 


十 z= 二 Xx/2 所 转 成 ，; 
(4) 上 zyzdzdydz 洲 由 十 六 十 z 芝 1, 之 0,y 之 0,z 之 


0 所 围 成 . 
解 (1) 如 图 13. 13 所 示 ,V 用 直角 坐标 
系 可 表示 为 
一 1 委 工 近 1， 


1 MI’ 1 
r=] | | va 
地 ‘lx te)d 
| VT 一 TELz Vl—x’+ 部 (1 — x) 1]dx 
-1 


| 1 2 1 ,1 28 
=| | 3 十 3 十 EE . 


3 45 
0 入 工 志 1 ， 
(2) 如 图 13. 14 所 示 ,V 表示 为 40 声 y 达 T+， 则 
0 委 >z< 和 zy， 


l 工 Ty 1 
7 一 | zdz| ydy| zdz 一 四 | zsdz| yedy 
0 0 0 4 Jo 0 
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图 13. 15 


0 委 Z 委 /2 ’ 


(3) 如 图 13. 15 所 示 ,V 表示 为 10 志 y 太 VX， 则 
0 委 = 委 T/ 2 一 工 ， 


Ri/2 Vr 区 /2 一 并 
=| dz| dy| ycos(z 十 z)dz 
心 0 0 


n/2 Ar x/2 ， 二 
=| dz| y(1 一 sinx)dy = | (1 一 sinz) 了 dz 
0 0 


_[ 了 工 ] | = 下 一 诗 

一 | 三 2 ( XCOSIT 十 SInYZ ) 二 村 7 ， 
0<z 委 1， 

(4) 7 表示 为 40 委 ? 委 Vv1 一 一 ， 骨 


I Vi_z 
pl 


7 ozdz y(1L 一 天 一 六 )dy 


1 
_1| a)dz—l 
= 忆 or(l—x’) dz 一 18: 


在 以 下 例题 中 ,除非 必要 ,我 们 不 再 写 出 V 的 不 等 式 组 ,请 读 
者 自己 通过 作 草 图 得 出 . 
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成 ; 


_ 


也 可 以 用 先 重 后 单 的 累 次 积分 计算 ,因为 被 
积 函数 是 一 个 变量 = 的 函数 ,而 投影 区 域 又 图 13. 16 


(1) ) 一 dy 所 国 


(2) 串 


(3 ) arayas,v 由 z? 十 十 x? 一 4,z 一 与 Cz! 十 六 ) 所 围 成 
解 (1)V 是 柱 形 区 域 ,适合 柱 坐 标 系 , 故 
1= | ae| rar| cdz 一 2x| Ce: — eydr 


1 十 工 二 1 二 zdzdydz,V 由 并 十》 一 > ，z 二 所 国 成 ; 


一 2T(e2 一 el)。2 一 4rfe: 一 e)， 
(2) V 是 柱 形 区 域 ,适合 柱 坐 标 系 , 故 


2 1 1 1 
1=| dg| rar| T 二 7 一 一 一 d = 一 2r| 于 (lo rdr 


一 《1 十 r)* 十 1 
= 2*| 一 1 十 产 dr 


1 


一 2x| 了 ndl 十 大) 一 7 十 arctanr | 


_ 1 0 工 | _ Lu 
= 2x| 31n2 1 十 |= | ln2 2 十 > | 
(3) YY 是 柱 形 区 域 , 适 合 柱 坐 标 系 , 故 
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了 一 | zaz | dzxdy 十 | dz | dzdy 
0 1 


ry 3 x 十 y 所 4 一 2 


一 | =G3rz)dz 十 | =[r(4 一 z2) |dz 
0 1 


3x| =zdz 十 CE 一 zz’)dz 
0 1 


r 十 97x/4 = 137/4. 
例 3 计算 下 列 三 重 积 分 : 


(1) es 十 只 )dzdydz,Y 由 > 三 vVa2 一 2 一 光 和 >= 


V0 二 Xi 一 yi,z 二 0 之 a 之 0) 所 围 成 ; 

(2) zc 十 y:)dzrdydz,V 由 z 宇 VX 二 yl 十 

V 
z? 太 4 所 围 成 ; 
/i 1 

(3) 由 zr 十 yr 十 2 十 zi 二 yzi dzxdydz,V 由 之 
rz? 十 yz? 二 3X? 十 yz 二 1 所 围 成 . 

解 (1) V 是 球形 域 ,适合 球 坐 标 系 , 故 


2x x/2 6 
1= | do| dg| r2sin2p rising dr 
0 0 a 


0 


2bs—a. 

一 ?| E sinsp dp〈 瓦 里 士 公 趟 ) 

(2) V 是 部 分 球形 域 ,适合 球 坐 标 系 , 故 
守 x/ 
了 一 | dg| dp| rising rcosp 72sin2p dr 
0 如 1 
63 [ws . rt 
一 OX。 空 | sinip cosp dy 一 21x| sin PdGCsinp) 

0 0 


一 人 人生 
-一 21x| V2 | 二 el 
2 16 
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| 


(3) V 表示 O00OR2rA,NA/6C9EA/4,0r 世 1/cosg, 故 
2x x/d l/cosd 
了 一 | do| singdg| 
0 x/6 


7 十 二 rdr 
0 r 


! d(— cos?) 


coOs'gp 


十 


| 
/6 
一 2r| 访 cos -2 一 In(cosp) | 
12 x/6 


27 3 


例 4 用 不 同 顺序 配置 下 列 三 重 积 分 的 积分 限 : 
(1) | fe,y,s)drdyd; 


l 
dcos’‘g 
x/ 4 


一 于 


1 z24 

(2) | dz| ay| . /rt,y,2)drdydz. 

解 (1) 如 图 13.17 所 示 ,V 由 TX 二 0,y 一 0,Zz 一 0,X 十 y 二 1,X 
十 y 一 zx 所 围 成 . 若 先 对 y 积分 , 则 D,,;0 志 Xx 所 1,0 声 z 声 1,V 可 用 
平面 > 一 工分 为 Vi 和 Vs. 故 
7 一 中 reesyzazrdydz 十 中 /Gesysodzdyadz 


"i 


1 不 Il—z 1 1 1] 一 工 
= | dz| dz|，7eryady+ | dz de Aeroay 


图 13. 17 13.18 


若 先 对 二 积分 , 则 D;:0 夺 y 夺 1,0 奈 z 世 1, 用 平面 之 一 水 将 V 
分 为 Vi 与 V;, 故 
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1 1 一 1 1 一 ? 
7 一 | dz| dy| fxyysz) dr 十 | az] dy| flr,y,2)dr. 
0 3 0 0 0 ZY 


(2) V 如 图 13. 18 所 示 , 则 
T= gq Vz 1 ] 1 ] 1 3 
=- | =| | dy| a (Ts yz) z 十 | 三 y| Frsye) = | 


2 了 Vz—y: 
十 | az| dy| f(x,y,2)dz 
} i—1 0 


一 [az[f as| reyaas 十 [af fdy | 
例 $ 选择 坐标 系 计算 下 列 三 重 积 分 : 


dzdydz 
(1) | 二 于 二 yy 二 zz 芝 R’',h>R; 
V 


(2) 由 VT 十 y 十 2z* 一 lidrdydz,V 由 z= 二 YTx 十 yy 与 
V 
z 二 1] 所 围 成 ; 


2 2 
(3) 中 1 一 运 一 克 一 去 dzdydz,7 是 必 十 天 十 雪 委 1 在 


第 一 卦 限 的 部 分 . 


解 (1) 邻 工 ==rcos0,y 二 rsin0,z 二 z, 则 


rdr 


dr 
Vr 二 (Cz — hh)’ 


R 
2r| [RTR TGR Ch 2)]d 


| 
导 
~ 
+ 
A 
3 
~ 一 
| 
a 


一 27 一 高 (下 十 局 一 2hz) 吕 十 志 (h 一 2) 


此 题 也 可 用 球 坐 标 系 代 换 来 求解 ， 
(2) 如 图 13. 19 所 示 , 球 面 将 了 分 为 Vi 和 Vi, 故 用 球 坐 标 
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| = 于 
R 3A 


系 ,得 
7 一 ja 一 VX 十 y: 十 z:)dzxdydz 
V 


十 由 VT ya 1)drdydz 
VY 


2 x/4 1 
一 | do| do[ | a — +)r’sinbdr 13 19 


l/cosd 
十 | 《7 一 Drzsingdg | 
i 


rn/4 1 1 jp /4 1 1 ] 0 
"|| 12 + | | 1 dcos’g 本 5 | 


一 2 

ST 的 1 1 
3 (一 cos0) |， 二 ?zx| 12cos’0 5 0 
= (V2 —1). 


(3) 作 厂 义 球 坐 标 代 换 ;z=rasing cos0,y 二 rbsing sin0,z 一 
rccosgp, | | 二 abcr’sing, 故 


ni/2 页/ 2 1 
1= 引 dg| dg| abcrising VT — dr 
0 心 属 
xX/2 1 
一 4xabc| sing dg| rr vl— rdr 
0 0 


rr 二 sint 


x/2 
4rabe| sin‘t(1 — sin’t)dt = Frabe. 
0 


例 6 计算 三 重 积分 || (zsy 一 3zyz 十 3zy)dzdydz,V 由 球面 
VY 
(rz 十 1 十 (y 一 1 十 (z 一 2)* == 1 所 围 成 . 
解 V 关于 平面 Y》 王 工 对 称 , 故 
jz ydzdydz = 由 ydzdydz， 
Y 


Vv 


于 是 I -bc 一 1 十 (一 1) 十 1 ]dzdydz 
V 
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-||>c 一 1)sdzdydz 十 中 e 一 1)dzdydz 十 | araya:. 
V V V 


由 被 积 函 数 对 积分 区 域 的 奇偶 性 ,得 
7 一 0 十 0 十 4r/3 一 4r/3. 
例 7 用 轮换 对 称 性 计算 下 列 三 重 积 分 : 


(1) 中 sz 十 5 认 十 7z2)dzdydz 太 由 和 于 十 几 十 天 过 民 及 
> 之 0 所 围 成 ; 


(2) 上 (z+y+z)*dzdydz, 考 虑 V 为 正方 体 ,0 过 + 之 1,0 碾 
>y 委 1 0 委 z 委 1 或 了 :十 y 十 > 安民 

解 (1) 被 积 函 数 是 关于 Vi:z 十 y 十 z 委 民 的 偶 了 图 数 , 具 有 
轮换 对 称 性 ,于 是 


了 一 5 | ez 十 5y* 十 7z*)dzxdydz 
V 


1 


2 bs 并 
一 | 十 y 十 z*)dxdydz 一 三 | do| dg| risinp dr 
0 0 0 
") 


一 之 “。 27 。 | sing dy = 27R°. 

(2) 利用 毗 换 对 称 性 化 简 被 积 图 数 , 于 是 

7 了 一 中 sz 十 6zy)dzdydz 一 | dz| Gx’ 十 6zy)dy| dz 
0 


一 | acz 十 ZJ)dz 一 > 
当 V 为 Tz 十 y 十 z* 夺 R*, 还 可 利用 奇偶 性 . 于 是 


1 = 3|| zrdzd ydz 十 6||z ydzdydz 
V 


x/2 /2 R 
一 24| dg| dg| risin:p cosOdr 十 0 
0 0 0 


5 六 开 


a /2 /2 3 4 。 
— 24， 全 | cosbdg| Sin 2 do 一 ETA 。 
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例 8 计算 下 列 三 重 积 分 : 

(1) sazdydz,V 是 Tz? 十 十 2 一 2Rz 与 十 yy 十 Zz’ 二 
R* 的 公共 部 分 ; 

(2) eiqzdydz ,Vz 十 y 十 z 忒 1. 

解 ” 由 于 被 积 函 数 是 一 个 变量 的 肾 数 ,而 平行 该 变量 的 平面 
与 V 的 内 面积 又 是 该 变量 的 范 数 , 放 三 重 积分 可 以 化 为 “ 先 重 后 


单 “ 的 形式 . 
(1) 平面 x 二 R/2 上 、 下 截面 积 表示 式 不 同 , 应 分 区 域 积 分 ， 


R/2 R 
了 一 | zdz | dxdy 十 | zdz | dzxdy 
R/2 


0 


2 十 y <<2Rz 一 = x 十 y <R? 一 2 
R/2 R 
一 "| 2’(2Rz — z’*)dz 十 | 2:R’:— z’)dz 
0 Ri2 
R 之 5 天 /2 R 之 5 RR 59 
一 X| 三 2 一 去 十 XA| 一 z 一 一 一 nxR,. 
0 3 9 R/2 480 


(2) 注意 到 e” 为 x 的 偶 函 数 , 故 
1 = 2| edz | dzdy 


re 十 2<c1 一 z2 
一 ?| ea 一 zr) dz -全 汪 区 全 pr 
0 
例 9 设 f(z) 在 [一 1,1] 上 连续 ,证 明 : 


1 
中 reeazdydz 一 | JTJ 一 和 dz 7 : 夺 十 欠 十 于 所 1 
-1 


证 ”被 积 函 数 是 x 一 个 变量 的 函数 ,平行 yoz 平面 的 截面 积 为 x 
(1 一 二) ， 故 


用 rezyazdydz= | f(x)dz | d ydz 
-1 
V 


yl 
1 
-= | f(T)(] 一 rx) dz. 
—1 
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例 10 设 FG) = 用 f(zyz)dzdydz,f 为 可 微 函数 ,证 明 : 


FI) = | 天 Cn) 十 Deyer cry)drdyas],v 由 0 忒 工 世 1,0 忒 


y 志 1,0 牵 z 忒 t,t 之 0 所 围 成 . 
证 今 工 = 二 wt,;y 二 vt,;z 二 wt, 则 0 过 xzo 记 和 1 ,因此 


Fi = 中 fuvwt dudvdw, 


Vv! 


F'(t)= Eas:f Guvewt’) + Bf (vwt’) » 3t:uvrw Idudvdrw 


三 | [ff uvwt’) 十 ftutvtw ff (uvwt’) dzxzdvdro 


| FO) 十 zysf (Crys)dzdydz | 


例 11 设 FQ)= fe 十 y 十 z*)dxdydz, 了 连续 ,六 存在 ， 


f1(0)=0,f(0)==1,V.z? 十 y 十 zx? 过 1.3 
解 ” 用 球 坐 标 计算 (2) ,得 


F() = | dg| sing dg| 7 fro)dr = 4x| 7 f(r)dr, 
do | 0 0 


n 
£” 


则 Pt) 一 4rt 太 2)， 开 (0) 一 0. 
Fi) L ,. F'() dx 了 (万 ) 
mlin ss -lms 
加 4x ED) 一 0 4 4 
= lm 二 5/ (0) oT 


例 12 设 f(x) 有 连续 导数 ,V:z? 十 y 十 xz? 忒 丸 , 求 
lim lif VT 二 yy 十 z:)drdydz. 
V 


解 I Vr 十.y 二 2)drdydz 
V 
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_ | ae| sing dg| f Cr)ridr 
0 0 


= 27。2， | fOr)ridr = 4z| rf (r)dr, 


则 lim -= 一 7 wz 十 多 十 于 )dzdydzx 
一 lim op ror)dr 一 lim fe 
= lim 六 —— f'(0). 


当 f/f() 关 0 汪 极限 为 上 2 
例 13 设 /(7) 连续 ,V 由 站 


F(t) 一 ee 十 y) 十 之 z? |dxdydz. 求 宁 和 lim 2 
2 区 1 h 
解 Fo 一 | | | fe) 4 rlds 
: 了 
- 霜 ,[ 生 +rooa]rdr， 
3 3 
则 rh =2rht| 竺 +f 6) | 
.FOU) LD 2aht[h:/3+f0)) ,rh 
lim 上 lim 2t xh| 3 +f(0) | 


例 14 求 印 数 F 太 (zyyyz) 一 并 十 y: 十 z* 在 VT 十 y 十 2* 志 工 
十 y 十 z 的 平均 值 f (x,y,z). 


解 Frsys0) = jc,y, sardyds. 
将 VV 写成 (zx 一 1/2) :十 (y 一 1/2) ?十 (zx 一 1/2)* 志 3/4, 故 VV 二 
w 3 /2. 


作 坐 标 变换 ,z 一 1/2 十 rsinpcosg,y 一 1/2 十 rsinpcosg,z 一 172 
十 rcoso)y 一 rsinp, 则 Vi 为 0 过 0 过 927 ,0 志和 x,0 志 7r 和 VY 3 /2, 改 
* 405 和 


1= | ae| sinrdy 
0 0 


v3 /2 3 | , 
。 | Wis 十 r(sinp cosl 十 sing Singl + cos9) dr 
0 


x v3 /2 3 
一 2x| Sin ag| rr 十 ?rdr 
0 0 


3V3 _3v3 
0 


— IN*2. 7 


于 古 


T, 


f (x,y,z)—= 


3 3 


第 四 节 ” 重 积分 的 应 用 


主要 内 容 


1，||azay 表示 区 域 D 的 面积 
2. 上 azdydz 表示 区 域 V 的 体积 ;车 它 是 底 为 D、 曲 项 为 = 一 


f(z,y) 的 曲 项 柱 体 , 则 = | ydzdy 


3. 设 吕 为 可 求 面 积 的 平面 有 界 区 域 , 邹 数 /在 D 上 有 连续 偏 
导数 , 则 曲面 S:.z = f(x;y),《(X,y) ED 的 面积 


Am 一 | wa 二 f.': 十 fy :dzrdy = dzdy 
D 


当 5 由 工 王 Xp)yy 一 YU) zz 一 ZU) (u,v) CE 已 确 
9 可 4 心 3 
定 , 且 分 别 在 D 上 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， (X,Y) 9CyY 之 ) AZ,T) 


Duo0) DC DC 
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_- S= | VEG — Fidudv, 


DI 
D' 是 DD 经 代 换 后 的 区 域 :EF 二 式 十 十 2 下 二 Xv 十 YY 十 


wo 二 二 十 222 
4， 密 度 为 p(tz,y,z) 的 空间 物体 站 的 重心 公式 


es 由 ecoaay 中 zeesyaary 


Y V 


| ozyyvsydy evs eear 
V V 
密度 为 P(x,y) 的 平面 薄 梳 D 的 重心 公式 
| zplxsy)do | ye , yde 
2 


9 


9 一 一 一 一 人 一， 
y)do [ecr,y)de 
BD 


， 密 度 为 p(x,y,z) 的 空间 物体 V 的 转动 惯量 公式 
~ -he 十 xyoCryyvzydy， J, -| (xz + x pCr,y, 2)dV. 


JJ - 一 er 二 ypPlr,y,2)dV. ,= 中 zecrsyaar， 


下 


J 一 ripCr,y,2)dy, yp 一 || yecrs yz)dy. 
Vv Vy 
密度 为 p(x,y) 的 平面 薄板 DD 的 转动 惯量 公式 
J = || ypcr, yao, vJ ,一 | pcr, ydo, 
D LD) 


J 一 | yp yd 


D 


设 ! 为 转动 轴 , 则 ”>(z,y) 为 转动 轴 / 到 DD 的 距离 . 
6， 密度 为 K(z,y,z) 的 立体 V 到 质量 为 1 的 质点 4 的 引力 公式 


e 直人 7 。 


-二 和 
F, hil 


其 中 有 为 引力 系数 ,(§,7,6) 为 点 4 的 坐标 . 


ay， 下 一 le 


:vdy 下 一 下 十 下 7 十 下 -天 


1 dV,， 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


重 积 分 的 应 用 包括 几何 应 用 和 物理 应 用 .求解 这 类 问题 除了 
牢记 必要 的 公式 外 ,更 重要 的 是 应 认真 分 析 具 体 情况 ,了 解 问题 的 
条 件 和 可 以 利用 的 结果 ,讨论 怎样 求 得 需要 的 结果 (包括 坐标 系 的 
选取 积分 微 元 的 选取 ,可 利用 的 计算 手段 和 方法 等 ). 

一 、 重 积分 的 几何 应 用 

例 1 求 下 列 曲线 所 围 图 形 的 面积 : 

(1) zy 一 0 ,Xx+y=5a/2 (4a>0); 

(2) (zy )=20 Ty) ,Ty 二 a (rT 十 yi 让 a a>0). 


解 (1) 如 图 13. 20 所 示 ， 交点 4A| 分 ,24| ,B| 2a, 双 | . 故 


图 13. 20 
(2) 如 图 13. 21 所 示 , 所 求 面积 为 阴影 部 分 . 由 对 称 性 知 ,S = 


13.21 


* 408。 


451. 故 


f/E YY 2u2cos28 
As 一 4Ao1l 一 4| ao| rdr 
0 a 


Kr/6 
一 ?| 《2azcos20 一 必 )d0 = | /3 一 /3 , 
0 


例 2 进行 适当 变量 代 换 ,计算 下 列 曲 线 所 围 成 的 面积 : 

(1) zz 十 y 一 az 十 y 一 by 一 az y 一 Brz (0<a<b,0<a<p); 

(2) Xxy=a’ ,Xxy=2a’ ,y=7X,y=27T (XT>0,y>0). 

解 (1) 作 代 换 x 十 y= 二 wu,y/X= 二 v, 则 a 委 rr 安 Da 和 三 0, 且 
17 = 二 ww/ (1 十 v)*, 于 是 

4 8 2 ,2 
As = | ud 一定 "和 二 售 

(2) 作 代 换 zy 二 wyy/T 二 v, 则 4 委 x 和 20 ,1&u2, 且 [71= 

1/(2v). 于 是 


类 


AS = 工作 | oo ~ Failn2, 

例 3 计算 下 列 立 体 体积 : 

(1) 圆柱 x? 十 y 二 R' 与 十 z* 全 RR’ 的 公共 部 分 ; 

(2) 曲面 x 十 y 十 xz" 人 R' 与 xX 十 y 十 z 夺 2Rz 的 公共 部 分 ; 

(3) 曲面 xX? 十 y 一 az 与 z 二 2a 一 VX 十 y: (a 汪 0) 所 围 成 的 立 
体 ; 

(4) 球体 x 十 y 十 z* 二 a 被 柱 面 x 十 y 一 az 截 下 的 部 分 . 

解 ” 先 作 草 图 求 出 交 线 ,确定 投影 区 域 , 表 配 置 积 分 限 , 进 行 
积分 . 可 选择 二 重 积分 ,也 可 选择 三 重 积分 . 

(1) 如 图 13. 22 所 示 ,V = 8Vi, Di: 0 寺 z 寺 R,0 过 y 亏 
V Ri 一 xz ,于 是 

R pMRz 
V= 8V, = s| az| VR’:— ridy 
R 
一 | (R’° 一 2)dz = ER, 


* 409。 


(2) V:R— VRi—r <z< VR—r,0RKIRK2n, 0RKre 
V3 /2R( 由 十 yy 十 z? 二 R? 和 2z 十 好 十 zz 一 2Rz 消去 =, 得 三 十 
y: 二 3R?/4 坊 投影 域 站 :0<r 委 v 3 R/2). 于 是 
zx Of VFR PVR- 
V= | do| rdr| ide 


V3-R/2 
一 2x| r(2 VR:—r’— R)dr 一 -TRY 
0 


13. 22 图 13. 23 


(3) 如 图 13. 23 所 示 , 由 x 十 y 二 az 与 z= 二 24a 一 VX: 十 消去 
Zz; 得 x 十 y = 二 a’ 沪 投影 域 D,,:0 志 rr 二 a. 于 是 


2 于 可 2 一 天 如 py? 
v= | dl| rd dz =2r| 7 24 —r— dr 
0 0 r2 /a 0 ut 
| 
2N| ar 37 1 ,= pa 


(4) Y 关于 xoy 平面 与 xoz 平面 对 称 , 故 
TY 一 4|| Va’ CO— rrdrde = ‘| ao va’ — rrdr 


TE 


= Sal a — sinsb)dg = 全 az| 开 
3 J。 2 ”3 


3 
例 4 求 下 列 立 体 体 积 : 
(1) 由 > 一 Zy,Z 十 y 十 z 一 1],z 一 0 所 围 成 ; 


2 2 2 2 他 y 
(2) 由 地 十 太一 一 ,7 十 下 一 本 十 太一 0 所 围 成 ; 


Tn 5 | 


(3 ) 由 | 珀 十 笋 | 十 三 一 1,z 一 0 所 围 成 ， 


解 ”用 二 重 积 分 计算 更 简单 些 . 
(1) 立体 如 图 13. 24 (a) 所 示 , 投 影 域 如 13.24(b) 所 示 .V 分 
1 一 ] 一 

为 Vi:0SrE1,0SySITi =z 和 Vi:0S7xE1, TiSIS1 
一 ,之 二 1 一 X 一 y. 于 是 


V= 二 Vi 十 V， 
1 {1— xz)/(l+7z) 1 i—x 
= | az| ydy+ | dz| (1 一 工 一 y)dy 
0 0 0 (1— Tr)/(ltz) 


(一 11/4 十 4ln2) 十 (25/6 一 6ln2) = 17/12 一 21n2. 


| 
Ta 


、 Ty 7 y 
(2) 立体 在 zoy 惫 上 投影 域 边界 为 三 十 吉 二 一 十 六 ， 即 
z Ll 
a 2 2 
令 工 一 工 十 reosg yl,sing 

a 2 ‘bb 2 , 
z=c| 1/2+r(cos0+sin0)++r:], 00R<2r,0<rI/Y 2 ; 


则 
| 了 | =abr. 


2 2 
Y 一 中 | 一 十 drdy 
pb 


于 是 


13. 24 
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2r 1/ v2 1] 
一 atc| do de 十 7rfcos 十 sin0) 十 二 |d 


2x*| 1] 。 ] 
一 abc| 攻 十 0 /cost 十 sin6) 十 js |de 


(3) 用 广义 极 坐 标 X= 二 arcos0,56 二 brsin6, 则 zz 一 ci 一 一) ,0 所 
0 过 27x,0 世 7 人 1; |J | 二 abr. 于 是 


Tr? yy 2 2 } 
V= ||c|1 一 | + 六 ldzdy =| dg| abcr (1 —r’)dr 
D 


1 
一 2rabe| (rr -一 rdr 一 Srabe, 
0 


例 $ 求 锥 面 z 二 vx 十 y "被 柱 面 z:==2zx 截 下 部 分 的 曲面 面 


解 ” 如 图 13. 25 所 示 , 因 为 f(x,y) 二 


YT 十 yy 所 以 VN 1 十 fi 二 J, 二 V2,D:z' 十 
y 夺 27, 于 是 
Ost 


ni 2e 
S 一 | vaazdy=2 val aol rdr 
和 0 0 


/2 
图 13. 25 2— w/ 2 | 4cos-0d0 = w 2 x. 


也 可 由 || dzdy = * 直接 得 到 S 一 V3x. 
(1) 球面 x 十 y 十 z: 二 a? 包含 在 柱 面 瑟 十 点 一 1 (和 过 <) 内 的 
部 分 ; 


(2) 球面 z= 二 YXx 一 y 包含 在 柱 面 (x* 十 y= 二 a (x 一 y) 内 
的 部 分 . 


"412。 


解 (1) 六 Crz，y) = 7 Vl+fii+f: = 


a ,D: :0O<z<a0<y<2 Va’ 一 ZX .于 是 ,由 对 称 性 得 


Sa 人 
a” 一 Xx 一 入 
b 22? 
i , YY 占 
arTrCsSill 一 一 一 
sa | 7 二 二 | 


一 8a’arcsin (b/a). 


| 
ir 


(2) f(x,y)= Yr—y ,V1 + = 为 7 
<a cos20. 于 是 ,由 对 称 性 得 


wW 2x reosy 
S 一 drdy=4| ‘ao w 2 7 一 -一 一 一 dr 
| VZ yy r VCcos20 


一 2 2 | acoslO vcos20d0 
IT/ 

一 | | ~ 1 一 一 9s1n*0d( ww 2 sin08) 
0 


一 2 gin V1 一 2sin20 十 Farcsin( /Bsing) 

= na /2. 

二 、 重 积分 的 物理 应 用 

物理 应 用 的 类 型 比较 多 , 解 题 时 要 详细 审题 ,明确 条 件 和 要 求 
后 再 动手 . 

例 7 形 如 曲面 二 十 yY = 二 zx“ 的 洞 斗 中 装 了 深 为 互 的 液体 , 设 


漏斗 中 任 一 点 M(z，,y ,>) 处 液体 密度 为 -Tvo>0. 求 漏斗 


中 液体 的 质量 x. 
解 V :0 才 9 志 2 ,rz 声 玉 ,0 坟 r 志 他. 于 是 
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2 NH H dz 加 Hy | 
a | a9| rd 22 十 天 2 | nr 
H _ 2 2 2 
= 2x| Hr (a 十 和 十 ad 


0 a 十 产 


一 ?2x| 了 In(a: 十 产 ) 一 7 广 十 arctan 二 | 

一 T| Hln(Ca’: 十 HH) 一 2 万 (1 + lna) + 2arctan(H/a) |. 

例 8 设 球体 二 十 y 十 = 委 2z 的 密度 等 于 它 到 坐标 原点 的 距 
离 , 求 球体 的 质量 mx. 

解 ”积分 域 如 图 13. 26 所 示 , 则 

m 一 edzrdyds (p= 二 Vx 二 十 27) 


V 


NR/2 x 2cosg ™ 
= 一 | dg dg| 7 )Sing dr -人 4| COS “0 SInO do 
— /2 0 0 


0 


一 Lcossp 一 -一 工 。 
D 9 
例 9 求 下 列 曲 线 所 围 成 的 均匀 薄板 的 质心 坐标 : 
(1) ay=x’ ,ZX y=2a (a>0); 
(2) r=acos0 ,r=6bcos0 (0<a<o); 


(3) T=al(t—sint), y=a(l~—cost) (0 达 1 达 27,a 记 0),X 轴 . 


— 4X 


图 13. 26 图 13. 27 
解 〈1) 积分 域 如 图 13. 27 所 示 , 设 密度 二 op, 有 


4 2a— a 
n= | dz| pdy = | 0 
一 24 ri/a 一 24 


da 24—7 a 
mm, 二 | dz| ,pxdy 一 | p 
— 2u Xd 一 26 
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zx” _ 9.，, 
2a 一 工 dr 一 pe’ 


下 9 
2a 一 并 |dz 1 Pa， 


故 Tn 2 ym S54 元， 了) | ”54 


(2) 由 对 称 性 知 ,y 一 0. 有 
RK/2 bcosd ni/2 
n= 2 | ag| ordr 二 p| (b? azycoszgd0 
0 dcosd 0 


一 一 二 (人 ~ 4Q“ ) 9 


和 7 2 bcosd 2 XT/2 
mm, 一 2| dg| om cosbdr = po| (b” — a* )cos*0d0 
0 CO 0 


2) 3 Rp 
T3007 2 8 0 
— _m, at+abte — -、_ fa+abtve 
收 2 DG 


(3) DD 是 控 线 一 拱 与 z 轴 所 围 成 的 图 形 ;0 寺 x 二 2xa,0 声 y 声 
»: 由 对 称 性 知 ,元 = xa. 


2xd 2 
m = | dz| pdy 一 | a’(l] — cost)’dt 一 3r0a2 ， 
0 0 总 
2 > o 2 b 
m, = | dz| py’:dy 一 £| (1 一 cost)’a’dt 一 一 TDOa3. 
0 0 2 0 2 


ra, >a 
6 
注意 ” 当 0 委 z 委 2ra 时 ,0 二 1 世 2x,X,y 均 应 用 参数 式 表示 . 
例 10 求 曲 面 z= V3ai—zx—y ,z+ y= 2a (a 盖 0) 所 围 
成 的 均匀 立体 的 质心 坐标 . 
解 V 由 上 半球 面 与 旋转 抛物 面 所 围 成 ,由 区 域 对 称 性 知 , 工 
一 0,y 二 0, 于 是 


2x V3 a VY 3a —r 
m 二 | do| rar| pdz 
0 0 


r?/ (2a) 


一 一 Mm 9 一 一 人、 _. 
故 y= = ge (ZT,y) 一 


v2 ud r* 
一 2xp| | van 一 7 一 2 |rd 
0 
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4 
一 2ro| 一 二 (3a: 一 短 )22 一 二 | 


8a 


0 


= 2xp( 3 一 5/6ja2， 
2 V2a Maa 一 天 
mzy 一 | dg| rdr| ， pzdz 
0 0 rr/(24) 


V2 a 4 
—— 1 2 _. 2 7 5 4 
一 2ro| 7 3a 六 Cz)rdr 3 pa 
2 Mary 5a = |0,0， Da 
破 之 p71 6 /3 5 《 工 ，y， ) 6 3 一 5 
例 11 (1) 求 y==x 与 y= 二 1 所 围 成 的 薄片 对 直线 y 王 一 1 的 
转动 惯量 ，; 


(2) 求 密度 p 二 1 的 由 工 十 y 十 2z* 二 3(xX 十 2y 十 3z) 一 10 所 畦 
成 的 均匀 物体 对 直线 /1:2x+ 十 1 二 z,y 二 4 的 转动 惯量 ; 

(3) 由 y 一 Inzy,y 一 0,z=e 所 围 成 的 均匀 落 板 绕 直 线 + 二 =! 旋 
转 时 转动 惯量 最 小 , 求 7. 

解 (1) 设想 将 工 轴 向 上 平移 距离 1, 于 是 

1,_. ,= ee 十 1)2dzdy 一 | oaz| ,0 十 1)2dy 
-+ 

(2) 曲面 方程 化 为 (x 一 1) 人 十 (y 一 2) 十 (z 一 3); 二 4, 直 线 方程 


化 为 一 一 2 一 2 可 知 ,/ 过 点 《一 1,4, 一 1), 方 癌 问 量 $ 一 


(1,0,2). 球 心 为 (1,2,3), 半 径 为 2. 球 心 到 直线 的 距离 d= 


1G2, 一 2,0X(10,2)1 _ 
|1(1,0,2)| 一 2, 其 中 (2， 2,4) 表 示 点 (一 1,4, 一 1) 


到 球 心 (1 ,2,3) 的 向 量 . 
因为 转动 惯量 仅 与 物体 形状 、 大 小 、 密 度 及 物体 与 轴 的 相对 位 
置 有 关 , 故 设 球体 为 
+y+(z— 2) 4, 
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:为 工 轴 或 y 轴 ,球体 半径 仍 为 2, 于 是 
1 一 厂 一 了 一 了 (十 已) 一 lles + y? + 2e)dzxdyde 
区 


] 2 FA 2 2cosy 
一 | do| ag| (1 十 cos’prising dr 
0 0 0 


K/2 4cosP 
一 "| 《1 十 cos’p)sing| ridr 
0 | 


x/2 
一 | (cos*9 十 cos’9)sing dp 一 or 
0 


也 jinz 
(3) TCD 一 | _ Didrdy = | dz| (zr — Didy 
1 0 
D 


一 | (XT 一 Znzxdz 
l 


部 积 
-一 一 二 ix ‘(rz Di 


3 e 
一 | 可 一 2 一 3 一 nz 人 


1 


= 了 一 于 (十 DL 十 二 ee 十 二， 
讨论 极 值 ,因为 
IT'() = 2/ — (Ce + 1)/2, 
令 了 (0 一 0, 则 /一 (e: 十 1)74. 
又 了 (0 一 2 盖 0, 故 /一 (e: 十 1)/4 为 极 小 值 点 . 
例 12 求 由 y= 王 1 一 zyy 一 1,z= 一 1 所 围 成 的 、 密度 为 p(X, y) 


_ 1 + 人 
/二 去 外 薄板 对 位 于 坐标 原点 、 质 量 为 m 的 质点 的 引力 . 


解 ” 这 是 一 个 平面 引力 问题 . 


F,=mg|| 一 于 一 -一 到 一 dzdy 
六 ( ‘XA 二 yy 十 及 


|a 1 六 
jj tr ye 


. 417 。 


] 
dy =— nmg/2. 


l—y 


[11._ i 
=mg| | 2 Xx Fz 
由 对 称 性 知 F,=— meg/2. 
故 F=FitF,j=—Srmgitj). 
例 13 求 密度 为 p 的 均匀 柱 体 : 玉 十 站 委 民 ,0 委 z 委 六 对 位 于 
点 Mo(0,0,a) Ca) 的 .单位 质量 质点 的 引力 . 
解 由 柱 体 对 称 性 知 ,天 -一 天 ,一 0 而 


“一 中 [z+y Ta A 
H 


rdr 


站 2 天 
= tp] ,Ge — sds) do), pr 
h 1 l 
KC bec 


= 2 中 1 一 -元 生生 寺 | 
一 2xgo[h + VR 十 (ae 一 户 ) 一 VR+a:l]. 
例 14 形状 为 zx 十 yy 二 z: 志 1 的 均匀 物体 放 在 水 平 的 桌面 
上 , 当 物 体 静 止 时 ,物体 的 轴线 与 桌面 的 夹 角 0 是 多 大 ? 
解 ” 图 13. 28(a) 表 示 物 体 处 于 不 稳 平衡 状态 ;图 13. 28(b) 表 
示 物 体 处 于 平衡 状态 ,此 时 重心 线 通 过 桌面 与 物体 切 点 ,切线 的 法 
线 过 物体 的 重心 . 
先 求 重心 坐标 ,由 对 称 性 知 ,元 一 7 一 0, 而 


mn = 中 ar _ | do| rdr| dz 二 ?| rr)dr = 
0 re 0 2 


zx fl 1 1 
mm, 二 | dg| rdr| ,dz 一 2r| 
0 0 六 0 


故 z 二 2/3, 重 心 坐 标 ( 0,0,2/3). 
为 简单 计 , 在 yoz 平面 上 考虑 角 0. 设 切 点 为 (0,yoyzo), 物体 
边界 线 为 xz= 王 风 , 则 过 点 (yyzo) 的 切线 斜率 为 2%， 法 线 斜 率 为 
。 418。 


-4 
2 


dr 一 二 . 
rar 3 


1 
2 


图 13. 28 


一 1/(2yo). 法 线 方程 为 z 一 zo 二 一 (y 一 yo)/(2yo). 由 于 重心 在 法 
线 上 ,将 (0,2/3) 代入, 解 得 zo0==1/6,yo 二 1/vV6. 所 以 


2/3— zo _ ~ 6 


之 0 2 


例 15 设 一 高 度 为 h(1) (为 时 间 ) 的 雪 堆 在 融化 中 , 雪 堆 全 
面 满足 方程 < 二 h(1) 一 所 汪汪 (长 度 单位 厘米 ,时 间 单位 小 时 ). 
已 若 体积 减 小 的 速率 与 侧面 积 成 正比 (比例 系数 0. 9), 问 :高 为 
130 厘米 的 雪 堆 全 部 融化 需 多 少 小 时 ? 

解 ” 以 V 记 轨 堆 体 积 ,S 记 侧面 积 , 则 


hE) 
V 一 | dz | dzdy 
0 


z+ yA) — hCG) 


tang = -> 0 = arctan 


V 6 
> 


(ty 
— | FLA Ce) — ht)zJdz = Th 


So 一 | Nl 二 zo“ 十 zz, :dzrdy 
bp,, 


一 | Vl 二 16(zx 二 y)/h:(t)drdy 
x+y CE 
pi hl/ v2 


_ 2 211/2 1 13 ，; 
5 | LA 十 16 一 rdr 一 3 《3 
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由 题 设 知 呈 一 一 0 9S , 即 
3 


一 一 ! 二 一 一 一 《 一 一 2 

jh (1)h’' (#4) 6 To™h (+ ) ， 
. f 13 < 13 
得 hi) = A) oT 


由 于 有 (0) 二 130, 故 c= 二 130 全 AD 一 一 十 130 
今 h(i) 一 0, 得 1 二 100( 小 时 ), 即 高 130 厘米 的 雪 堆 全 部 融化 
要 100 小 时 . 


第 五 节 含 参 变量 的 非 正常 积 


主要 内 容 


一 、 含 参 变 量 的 非 正 常 积分 
1. 设 函 数 了 在 无 界 区 域 
开 一 (zy)ia 委 zz 委 0600 过 yy 所 十 co)} 


上 ,VY 固定 的 x E€ [a,6], 非 正常 积分 | f(z,y)dy 都 收敛, 则 其 
值 是 xz 的 函数 , 记 作 

ICz) = | fr,ydy, x€ [a,b] 
T(z) 称 为 定义 在 [a,5j] 上 的 含 参 变量 的 非 正 常 积分 


2. | fr,ydy 与 函数 T(zJY e 守 0,j3c 二 和 NE R, 使 得 当 
MN 时 ,YXE€ [a,b1, 都 有 


Mi 
| fry dy — ICz) 


二 ee， 即 人 Aeroay|<e 
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则 称 非 正常 积分 | f(z,y)dy 一 致 收敛 于 T(x). 

3. 一 致 收敛 的 柯 西 准则 含 参 变 量 的 非 正 常 积 分 
| f(r,y)dy 在 [4,6] 上 一 致 收 化 的 充 要 条 件 是 :Y 。 > 0,3 << 
M E R, 使 得 当 A1,As > M 时 ,对 一 切 x € [a,61, 都 有 

| /ewdy <e 


4. 含 参 变量 非 正常 积分 | “f(z,y)dy 在 [a,6] 上 一 致 收敛 的 
充 要 条 件 是 :Y 递增 数列 (4,} 一 十 co (4; 一 c)， 函数 项 级 数 
5 "fr, ydy = > ulz) 


在 La ;bj 上 一 致 收敛 . 
5. 维尔 斯 特 拉 斯 判别 法 (M 判别 法 ) 设 有 函数 g(y) ,使 得 
|f (zx,y) | EY) ASRITEO CR y+ oo, 


若 | “gy)dy 收 伍 , 骨 | “f(z,y)dy 在 [a,6] 上 一 致 收 全 
6. 连续 性 ” 设 f 在 [a,6] X [cs 十 oo0] 上 连续 ,车 1(x) 二 


| feyady 在 [a,6] 上 一 致 收敛 , 则 I(x) 在 [a,65] 上 连续 . 
7. 可 短 性 ” 设 了 和 J 在 fa,6b] X [c, 十 co] 上 连续 , 若 T(z) 


一 | Aerody 在 La,6bj] 土 收敛 | fr dy 在 [a,b6] 上 一 至 
收敛 , 则 T(z) 在 [a,6] 上 可 微 , 且 


I'(x) = | fwdy. 
8. 可 积 性 ” 设 f 在 [a,6] X [c, 十 co) 上 连续 ,法 J (zx) 二 
| cry 在 [a,b] 上 一 致 收敛 , 则 T(x) 在 [a, 纪 上 可 积 ,日 


bp 十 co 十 ce 所 
| dz| jzZyy)dy =- | dy| f(x,y) dx. 
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设 f(x,y) 在 La, 十 ce) X [c, 十 co) 上 连续 . 

(1) 若 | “7Gz,y)dz 关于 y 在 任何 [c,d4] 上 一 致 收敛 , 则 
| fr,wdy 关于 工 在 任何 [a,61] 上 一 致 收敛 ; 

(2) 设 | dz| fzsy)1dy 或 | dy| ”1f(z,y)1dz 中 有 
-一 个 收 敏 , 则 

| dz| fr,ydy 一 [ay| fr,ydz. 

9. 设 f 在 区 域 RR={(z,y)|a 达 XT 达 b,c 夺 yy 太 d} 上 有 定义 ， 

对 的 某 些 值 ,y 一 也 是 函数 了 的 下 点 , 则 称 | /(z,y)dy 为 含 参 变 


量 非 正常 积分 (无 界 函 数 ). 
10, 车 Yes>0,3389>&Z 一 c(G>0), 使 得 当 0<7<9 时 ， 


V ze [4s 人], 都 有 | | f(x,y)dy| <<e, 则 称 含 参 变量 非 正常 积分 
{fcr,way 在 [a,6b] 上 一 致 收敛 . 


dd 
对 | f(z,y)dy, 有 闫 似 以 上 第 3 ~ 8 条 的 条 件 与 性 质 成 立 ， 
二 、 欧 拉 积 分 
1. 工 贞 数 下 (Cs) 一 | re dry > 0， 
B 旺 数 B(p,gq) 二 | za — Xx) dx,p > 0,g> 0. 
上 函数 和 了 3 函数 统称 欧 拉 积分 . 
2. TT'(s) = | end 一 | redz 十 | riedz 一 
0 0 1 


TG) 十 JC9). 其 中 TC5) 当 0 过 s 过 1 时 是 收敛 的 无 界 轴 数 非 正清 积 
分 ,J(s) 当 s> 0 时 是 收敛 的 无 穷 限 非 正 常 积分 . 
(1) PGs) 在 定义 域 s 之 0 内 连续 且 可 导 ; 
(2) PCG 十 1) 一 SPG),PGOona 1)=a1,T(1/2)= Vx; 
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(3) FG) 图 形 位 于 s 轴 上 方 ,图 形 是 凸 的 ,在 (1,2) 间 有 极 小 
值 点 . 
to 2 
Sz=y, 则 TG) =2| ye ?dy (> 0). 


十 co 
令 工 二 py, 则 [了 (s) = | ye “dy(s> 0,p > 0). 
他 


1 
3. BC(p,g) = | zd rz) dzx,p> 0,g 一 0 在 定义 域内 连 


续 . 
(1) 具有 对 称 性 ,B(p,g) = B(g,p); 
B 才 iB ” 1 0 ， 
(2) B(p ,gq) = 方 十 7 一 (p,q ) (Pp > 0,9 > 1); 
(pC— Dg — 1) — 
不 /2 
(3) 令 工 一 cos2p, 则 BCp,9) 一 2| sin” ‘pecost oo do 
co 户 一 上 
仿 iB =- | 一 > dy 
1L 
4. B(p,g) 一 To ( 户 伺 0 盖 0),， 当 户 十 一 ] 时 ,有 
余 元 公式 
1 zl 一 总) 四 
B(p,l — p) = EC = (pi pp) 一 SR 
疑难 解析 


1. 含 参 变量 的 非 正常 积分 与 一 般 非 正常 积分 有 何不 同 ? 

答 ” 一般 非 正常 积分 收敛 时 是 一 个 数量 ,而 含 参 变量 的 非 正 
常 积分 是 参 变量 的 薄 数 . 因为 是 函数 ,所 以 它 就 存在 在 区 域 上 收敛 
或 一 致 收敛 .连续 、 求 导 等 问题 ;因为 参 变量 的 存在 ,所 以 还 存在 极 
限 与 积分 交换 顺序 . 求 导 与 积分 交换 顺序 以 及 二 重 积 分 交换 顺序 
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等 问题 . 解 题 时 要 认真 对 待 , 仔 细 考 察 ， 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


利用 定义 、 充 要 条 件 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 确定 含 参 变量 非 
正当 积分 收敛 与 一 致 收敛 时 ,最 重要 的 是 认真 审验 条 件 ,指出 什么 
情形 下 不 符合 条 件 , 然 后 再 进行 判断 . 

例 1 讨论 下 列 含 参 变 量 非 正 常 积分 在 指定 区 间 内 的 一 致 收 
敛 性 : 


oo i 
十 ce 
(2 ) | e ”sinzdr, (0 < yo 志 y 过 十 oo0); 


t+™ cos (xy) 
3) | 本 二 dz， (一 ce 所 yy 所 十 co); 


十 co 2 

a) | dz,(— 1,1). 
0 .本 

解 (1) 作 代 换 zx 一 zy， 则 


| 
| sin (Czy) =| sinzdu (A ~ 0). 
4 YY Ar 


由 上 册 知 | axdz 收敛 , 故 Ve> 0, 习 M 谤 0, 当 A4' >M 时 ,有 


sinu 
[a 
A! 于 


取 4>1Mf, 则 当 4>M][8 时 ,VYz6G>0, 有 
| ,2S sin (XY) 


4 


dy| < 


故 | dy 在 [8, 十 co) 上 一 致 收 伍 (8 > 0). 


x Sedz 收敛 ,Y @ > 0 与 M 之 0,3 x 之 0. 使 得 


十 ce 
sinw sn 
| -一 dx 一 | dx 
0 


M 于 
王 


< 650， 
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+ g + sinwu sinu 
Bh | 一 dz 一 6 过 | 一 du < | 至 du 十 &0， 


令 一 小 | ”sxdqw, 则 由 上 式 得 


| sin(zy)4, =| Sng > 26 — 6 = é. 
M 了 M, / 


履 知 | dy 在 (0, 十 co) 内 不 一 致 收敛 . 

(2) 因为 当 0 二 y 过 yy 二 十 品 时 ,|e sinx| 委 e 和 ,而 
| ,edz = 一 1/ 加 收敛 ,所 以 依 M 判别 法 知 ,| esinzrdz 在 
(0 二 yo 声 y 达 十 ce) 内 一 人 


COs (zy) 一 | 


依 M 判别 法 知 ， | i 在 (一 00 过 yy 过 十 co) 内 一 致 收 
全， 
(4) 因为 SE 在 z 一 0 无 界 ,所 以 将 积分 写 为 


oo 2 
| cosZ dv 一 | 一 dz 十 | cos 工 dz 一 了 十 了 ， 
0 1 


0 Th 


一 收敛 ,所 以 


一: 


~ 
Lt | 


| 至 收 全, 故 依 M 判别 法 知 ,| S2S dz 在 [pssp1] 上 一 致 收 全 


COST Sx” 


对 于 了 医 , 因 | 一 一 


达 1,po 夺 PP Pp1) ,而 


1 (+™ cost 
对 于 , 因 | eos dz = | prvidt, ， 和 而 


总 
| | costdi 
1 


故 一 致 有 界 , 而 -F575 关于 i 单调 减少 , 且 关 于 pp € [po,p1] 一 致 趋 


一 |sin4 一 sinl| 才 2，1 志 4 二 0%， 


向 于 零 . 依 狄 利克 雷 判别 法 知 ,| ”5934dt 在 [po,p1] 内 一 致 收 


合 . 
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综 上 所 述 知 ,| 。 2 Cos dz 在 (一 1,1) 内 闭 一 致 收 化 

例 2 讨论 下 列 含 参 变 量 非 正常 积分 在 指定 区 间 上 的 一 致 收 
第 性 ， 

(1) | ye ”dz,0 二 yy 二 ]; (2) | ze dr,a < YY < pb; 


| yr,0 过 y 过 
) (zy) 全， < 》 委 : 十 

解 (1) 设 s 一 17/3>0,Y 4>0,j 4>4 和 =17/4E10， 
1 ,使 得 


二 oo 
| yoe Ydz A 
| 


0 


= ee "0 


- ] 
0 二 € 人 > 可 一 en 


十 co 
所 以 [ ye->dz 在 [0,1] 不 一 致 收 化. 
(2) 当 a4 世 yy 守 5 (TIT 户 1) 时 ,0 二 xYe ” 态 ze ,而 


lm x* .xe = lim 一 一 一 2， 


zx 十 co I 十 oo Cc 


玫 | ze -dz 收敛 . 依 M 判别 法 知 ,| “ze -dz 在 [a,6] 上 一 到 
收敛 

(3) 设 s=13>>0Y4>0:3j4>4 和 一 4，E 
(0, 十 co) ,使 得 


1t™” yy | yy 4 1 
| er A Ay ATAT o> 
二 oo 

所 以 | ”二子 jidz 在 (0, 十 o0) 不 一 致 收 全 


例 3 计算 下 列 积分 ， 
-az pr 
GD 一 二 一 dz(x>0,8> 0); 


e 一 撕 四 e 一生 
(2) | dz (a > 0,68 > 0). 


解 此 例 用 逐次 积分 法 求解 比较 简单 . 
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de 


-ex 一 pr 4 2 2 
(由 设 a 之 62 二 e =- | zeroedy 因为 0 之 xe 之 


4 
2 5 2 +oo 2 
Ze ~ (a < >》 < Bb),， 而 | Ze ~ dz 收 匆 ， 故 | Ze ”dz 在 yE 
[La,B] 上 一 致 收敛 ,所 以 可 以 交换 积分 次 序 , 即 
十 ce p 2 p 十 cc 2 
1 =| dz| Te ”dy 一 | dy| Te ” dz 


Pr 月 
(2) 设 a 二 8, = | edy 因为 0 之 e-” 之 e-“， 


而 | ，e “dz 收敛 , 故 | e-”dz 在 yE [e,B] 上 一 至 收敛 ,所 以 可 
以 交换 积分 次 序 , 即 
too rg bp f+e 6 
7 = | dz| emdy | asl er-odz = | dy — In 广 
计算 含 参 变量 非 正 常 积分 ,可 用 对 参数 的 积分 法 、 微 分 法 和 公 
式 法 进行 ,具体 使 用 时 要 根据 具体 情况 选择 尽 可 能 简单 的 方法 . 但 


要 注意 ,每 一 过 程 都 要 合理 , 方 能 避免 出 错 . 
例 4 证 明 付 茹 兰 公式 ” 设 f(x) 为 连续 函数 , 且 积 分 


| ”人 qx 对 任何 的 4 > 0 都 有 意义 ,出 
Le) — HO = fo0)ln F(a>0,6>0). 
证 YA 汪 >0, 有 
A-w0t 44 + 
i Dg - 2 
wo+ JA A0 
arbr ot lim | f (2) 5 一 一 dim, WG co 
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4 Ab 
lim | 2 一 jl /| (Aa EE Ab) 
Au—=0Tt Aa Aa—0T 9 

Ab—0t Ab=0™ 


1 


jim 三 5)in 2 -- 六 CO)ln 2 
Aa=0t 4 «4 
Ab—=0t 


利用 这 个 公式 即 可 得 出 例 3(2) 的 结果 ,只 需 令 f(z)==e 下. 
例 $ 利用 付 茹 兰 公 式 ,计算 : 


| cose 工 一 cosozdyr (a > 0.6 > 0); 
0 


ya 
+% garctanar 一 arctanpx 
(0) "seenae 一 aretanbz 


二 dz (a > 0.6 > 0)， 
解 (1) 设 f(z) 二 coszx, 则 fCx) 在 [0, 十 oo) 连续 , 且 YVY 4 


> 0,| cszdx 收敛 , 依 付 茹 兰 公式 ,有 


A 财 玫 


T= royn 也 coso.lin 了 -lin2. 
a a a 


(2) 设 f(z) = 7x/2 一 arctanz, 则 了 (xz) 在 L0, 十 co) 连续 , 且 
2 1 jim n/2—arctanx UL _ ], 帮 Y A 守 0, 积 分 


I 二 co 1/zx 


[区 qx 收 剑 , 依 付 匣 兰 公式 ,有 


A 


lim x 


了 一 二 


7 一 一 Fo)ln 2 = 三 in $4. 
注意 f(ax) 一 (ozr) = arctanpz 一 arctanazx. 
例 6 计算 I(z) = | ecos2zidt 
解 ” 记 f(z) = ecos2zt, 则 请 一 一 2fe-sin2zt, 目 
(fxd) | 2 ,一 co<z< 二 上 +co0 委 上 委 十 co 
而 | “ze- ?dz 收敛 , 依 M 判别 法 知 ,| ， 广 (z,2dt 关 于 ER 一 至 
收敛 .应 用 积分 号 下 求 导 定理 ,得 
7 (Zz) 一 一 2| te sin2zzd 


。 428。 


二 oo 十 ce 2 
一 2z| e 一 Cos27ztdt 一 一 277(Z)， 
0 0 


2 
一 ee Sin22zt 


即 ”7(z)y/ATCz) 一 一 2z. 积 分 得 T(z) 一 ce ,由 7(0) 一 VT7/2， 
得 C 一 VR /2, 故 


T(xX) 一 Eee， 一 co < 过 < 十 eco， 


例 7 ”确定 To) 一 | 二 da 的 连续 范围. 

解 二 一 0 可 能 为 下 点 ,将 1(a) 改写 为 

) 一 | in(l + x), 十 | InCL 十 工 )dzx = [i(a) + 1,(a). 
0 -也 1 TT 


3 
当 工 六 0+ 时 , 卫 忆 二 王 2 -i;, 帮 当 a 之 4 时 (a) 收敛 ;而 当 


六 


人 


g 之 1 时 ,1i(a) 收 合 . 克 7(a) 定义 域 为 (1,4). 


Vla,bjCUQ,4);, 当 0 过 TT 忒 1,a 达 a 祈 5 二 4 时 ,有 
In 十 Xx) 人 十 和 过) Indl 十) 
| 


人 全 


且 | 2 二 王 2dz 收敛, 依 M 判别 法 知 ,Ce) 关于 a E€ [a,6] 一 
致 收 敛 . 故 Ti(a) 在 La,5] 上 连续 . 
VY a,b 性 (1,4); 当 1 过 zT< 之 十 0,1 忒 a 芝 a 声 5 时 ,有 


InU 二 7x)|_ InQ1 十 x) -一 ln(1 十 zs) 
~ T° 9 


XTX” ya 


且 | 一 2 收 伍 ， 依 M 判别 法 知 ,| “了 二 二 2dx 关于 


1 


a € [4a,6] 一 致 收敛 , 故 IL.(a) 在 [4a,6] 上 连续 
综 上 所 述 知 ,Co) 二 | 了 2 二)4x 在 [a,6] 上 连续 


例 8 证 明 : 若 | “Ad 收敛 , 则 | ez)dz 在 0<y 苹 


有 上 一 致 收敛 . 
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十 co 
证 ” 设 F(x) = | fdt; 则 当 z> 十 oo 时 ,F(x) 一 0. 当 
X 放 了 。 时 ,有 |F(Cz)| 过 6, 故 对 叉 ! 汪 了 下 这 Xo 及 一 切 y 之 0 有 
[fe var 一 Fa)e 一 | ,Fre sdz| 
人 人 


之 E 十 E 十 ye| emdz < 3e, 
由 柯 西 审 伍 准则 知 ,| ecodz 在 0 雪 y 过 8 上 一 致 收敛 
例 9 利用 工 函 数 .B 函数 计算 下 列 积分 ， 


(1) | VXi— rdr; (2) | Va — rdzr (a > 0); 
to 7x2 十 co Sr 
9) | TE 0 | TF 


解 要 找 准 适当 的 代 换 ,将 积分 化 为 了 虐 国 数 或 了 函数 . 
(1)7 = | za — zx)i/dzx = B| 3 3 | 


2°2 
[TO/DF TA/2)/2F (Vr/4)’ x 
"(3) 21 2 8 
WI=a| | 三 | | {zz 
0! 性 a A 


] 4 rl 
一 a| u:(l1 一 wu’)' du = | ul] 一 wu dw? 
各 0 


1 


_ a fo, _ 172 号 B| ,> 
| (1 t) dt = »B 7 | 


_a_ nr na 
2 8 16 
二 co 2 十 co 一 174 
没 zt 二 | x = 十 | t 和 tt 
(3) 放 工 二 放 则 j， 芽 总 一 才 | ，Tid, 再 令 ] 十] 
一 ww， 得 
-| —1/4 — 3/4 ] 3 1 
7 一 二 _ _ pla 1 
在 | 2 (1—w) ‘du +B| ry 
1 ,T3701/4) _ x 
4 工 (1 ) 2 VD 
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1 
(4) 设 本 一: 一 + 一 了 二 ,dX 一 (] 一 二 守则 


_ | A pl 3) TC5/40T(3/4) 
[=|: (一 六 dt =B| 了, 闻 |- TC2) 


= rr- 
4 4 4 4 sin(x/4) 2 VD 


例 10 证 明 瓦 里 士 公式 
(2m OO— 1)!! x 
(ml! "3 Tn 


(2772 ) 11 
C2m 十 1)11， "ml 


证 由 主要 内 容 二 中 的 3(3) 知 


1 DG D/O/2) _ Vx TI + 1)/2] 
" 2L(n/2 十 1) 2 Tn/2 二 1) 


当 n 二 2 时 ,由 递 推 公式 得 
YI mo D2 VA Cm DI ,x 


FA 2 
7 一 | sln"bd0 一 
0 


lam 一 2 | m1! (2m)11 2 
当 n= 二 2m 十 1 时 ,由 递 推 公式 得 
1 Vx. mi1 (2m)!! 
2 mi/ VR 2m 1 


例 11 证 明 勒 让 德 (Legendre) 公 式 


PGOT|s+ 记 | 一 VT 
证 由 于 
l 1 2 一 】 
soo ja ng 


加 1/2 丰 1 2 下 :5 一] 
= 引 3 中 z| | qz， 


作 代 换 1/2 一 += 上 /2, 得 


B _. l ! 5 一 1 一 172 ] l z 
《5 3) 一 921 《1 一 t) 1 dt = | 到 。 
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由 下 函数 与 B 函数 关系 式 得 


PDIFRG) 1 TAO/2T(CS) _ 1 Vn Ps) 
Tos) 22-1TC 十 1/2) 2” Ts 十 1/2)° 
整理 后 即 得 所 证 结 采 . 
例 12 计算 | sinizcostzdz. 
解 ” 设 1 二 sinx, 则 1= | «a 一 2)32dz. 再 作 代 换 上 一 Vw， 


B(s,s) = 


得 
1 5/ ,3/2 1 | 5] = 
{= ;| (1 4) du ?2'2 2 FC6) 
-1.45.3. 0 3 .YT|= 5 
2 5!\2 2 2 2 2 | 512° 


例 13 求 下 列 积分 的 存在 域 : 


| zx"-1 1 全 ， 
(1) Oy x; (2) | sin”Xxcos’xdx. 


-二 
一 上 


解 《1) I 一 一- 一 | 擂 : 1)” ”idt 二 Blm,n 一 1), 故 
存在 域 为 mm 之 0,n 一 m 这 0, 即 nn 二 mr 二 0. 


sinr 一 1 1 
(2) T- 一 一 | 1™* (1] _ 12) "dz 


0 


=m 1( *-l n=l 
|x (lu) dr 
2 Jo 
= 二 Bl 于 nl 
2 2 ”2 


故 存 在 域 为 7m 盖 一 1,72 人 一 十 . 
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第 十 四 章 曲线 积分 与 曲面 积 


第 一 万 ”第 一 型 曲线 积分 与 
第 一 型 曲面 积分 


主要 内 容 


1. 设 人 Q 是 平面 或 空间 的 一 个 可 度量 的 几何 体 ,f 定 义 在 Q 上 . 
对 Q 作 分 割 , 称 1 二 max td(2.)) 为 分 割 工 的 细 度 ,V PE 
0 (二 1,2,… sn). 着 极限 ,b>/CPDAQ, 一 J 了, 且 J/ 与 分 割 T 
及 点 已 取 法 无 关 , 则 称 在 QQ 上 可 积 ,J 为 /在 上 的 积分 , 记 作 
,| 

车 0 为 平面 曲线 或 空间 曲线 工 , 则 称 J 为 /在 L 上 的 第 一 型 曲 
线 积分 , 记 作 | f(z,y)ds 或 | f(z,y,z)ds, 其 中 ds 为 曲线 工 的 弧 
微分 . 

车 0 为 空间 曲面 块 5, 则 称 了 为 f 在 S 上 的 第 一 型 曲面 积分 ， 
记 作 上/(z,y,z)ds 


2. 第 一 型 曲线 积分 与 曲面 积分 的 性 质 
(1) 若 广 (1 一 1 ,2,°",k) 在 人 2 上 可 积 ,c， 为 常数 , 则 
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| 


jp 
(2) 车 0 可 划分 为 相连 接 的 小 Qi 二 1,2,…,) ,出 
,f= >|,7 
(3) 车 fg 在 上 可 积 , 且 /(P)<g(P), 则 


| <|e 
(4) 奋 了 和 | 站 都 在 只 上 可 积 , 则 


7s) 
(5) 在 了 上 在 2 上 可 积 , 则 存在 cE Linf fC(P), sup7 (PP) 使 得 


| 7= cao 
3. 巡 有 和 定义 在 光滑 曲线 艺 上 的 连续 图 数 f, 有 是 


Z 一 gt)， 
7 ， ~ 一 9 9 
| — p(t), a PJ 


8 
则 | fr,y)ds 一 | fip) VG) vo 0G) wt) dt. 


4. 设 有 定义 在 光滑 面 曲 S 上 的 连续 函数 f, 且 
S:Z = 2Z(r,y), (xX,y) ED, 


则 | f(x,y,2)d5 一 | fsys (7,3)) Y ] 十 之 十 z, “dxdy. 
. D 


饥 难 解 配 


1. 为 什么 第 一 型 曲线 积分 定义 中 的 ds 为 曲线 工 的 弧 微分 ? 
答 由 积分 和 的 概念 ,第 一 型 曲线 积分 为 
| end = lim DCE)AS. 
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由 于 An 一 VPTT0D 于 VCJde(t 是 分 市 了 的 分 点 所 对 应 的 


参数 值 ), 由 定 积 分 中 值 定 理 

As; 一 Vo A(t) + YE A., 
故 强 长 As 的 近似 值 就 用 弧 微 分 表示 为 

ds = VPC + yt) di, 
从 而 与 第 一 型 曲线 积分 计算 公式 一 致 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


在 计算 第 一 型 曲线 积分 时 要 注意 , 当 曲 线 以 不 同形 式 方 程 给 
出 时 ,ds 的 表示 形式 不 同 ;同时 要 注意 利用 曲线 的 对 称 性 .方程 形 
式 的 转换 和 定 积分 的 方法 与 技巧 ,注意 第 一 型 曲面 积分 与 二 重 积 
分 的 不 同 、 曲 面 定 义 域 的 求 取 以 及 ds 的 转化 ,注意 二 重 积分 方法 
与 技巧 的 利用 . 

一 、 第 一 型 曲线 积分 的 计算 与 应 用 

由 于 弧 长 一 定 是 正 值 , 故 化 为 定 积分 后 上 限 一 定 要 大 于 下 限 ， 
ds 的 计算 一 定 要 正确 . 

例 1 计算 下 列 曲线 积分 : 


(1) 中 [GT 二 2 十 人 一 3)9ds 江 为 必 十 交 十 幸 一 性 
ZX 十 y 十 z= 二 0 的 交 线 (a > 0)， 
(2) 中 (zz 十 3y)ds, 工 为 区 十 y? 二 2(x 十 yy); 
(3) b zyds,L 为 X= acost,y = bsint (0 1 过 x/2), 
解 (1) 由 曲线 的 对 称 性 ,得 
中 rd:= 中 yrds = 中 zu 一 于 中 心 十 风 十 z9d 


1 2 11,. 2 3 
了 中 ads = Ta 2ra 一 Na, 
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中 zds= b yds = zds = 寺中 全 +y+ad 
L L 3 JL 


= 地 中 _ 
一 3 ,0ds 0 ， 


故 1 = 中 (x? 十 六)dqs 十 中 cz 一 6y)ds 十 13 ds 
i L 


一 4xa;/3 十 0 二 13， 2rxa = 二 xa(4da’/3 十 26). 
(2) 今 z= 二 1 十 V2costyy 二 1 十 V2 sint (0 过 1 过 27), 则 ds 二 
2 dt, 于 是 


2 
7 一 | [10 十 2w2(2cost 十 3sint) — cos2t|] v 2 dt 
0 


2 忒 
=| 10 v2di 一 20 vv 2T. 
心 
(3 ) 
x/2 
I =| abcostsint va’sin’t 十 bcos’tdt 


= VS 二 [os ~ 6*)sin’t 
二 一 7 i bp?) , UU Si1n 他 Sl 


ab 4 2 _ J2\ei 2 2 1]3/2 
一 Fr pi) 3 La bp:)sin’t + b? | 


abla’ + ab + 6:) 
3(a 十 0) | 
例 2 计算 下 列 曲 线 积分 : 


(1) | ed 由 曲线 + 二 4a,0 二 0,0 二 于 所 围 成 ， 


T 
0 


(2) | lylas,L 为 双 纽 线 (zx? 十 yY)? 二 a?(x? 一 yy) 的 弧 ; 


(3) | (X43 十 y43)ds ,也 为 内 摆 线 473 十 yt 一 a 的 弧 ， 
i 


解 (1)L 由 Ti:r=a,L,:0=0,L3:0=7/4 三 组 组 成 ,可 以 求 
得 ds 分 别 为 ad9,dr,dr, 于 是 


ni u d 
7 一 | ‘erd0 十 | erdr 十 | esdr = 2(e" — 1) 十 Frae”, 
0 0 0 
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(2) 工 的 极 坐 标 方程 为 7 atcos20 ds = 由 曲线 的 
对 称 性 ,得 


/4 
r=4| a VCos20 .sing < dO 一 242(02 一 vy 2). 
0 VCOS20 


(3)ds 二 V1 十 yr “dz 一 (a/X)' dx, 由 对 称 性 ,得 
—— 4| [ze 十 (a2’3 _ XT 3) (CA 1/3d > 


一 ta | (2z 十 cr4/3 人 一 173 加 9a Sr 3) dr —— 4a7/3. 
Q 
在 令 + 二 acos”,y 二 asin3t, 则 ds 二 3acostsinztdt, 得 
x/2 
7 一 4| a‘3(costt 十 sintt)3acostsintdr 
0 
Xi2 , 
一 24a| sinYtdsint 一 4a’’s. 
0 
例 3 求 空间 曲线 x 二 aarcsin 二 ,z 一 全 ln 2 一 工 从 0(0,0,0) 
a 4 Qa 二 工 
到 | 人 GZoy yn ;0 ) 鸭 弧 长 . 


2 .2 
解 ds— 2 dz (|zo| 过 a). 当 xo 计 0 时 ,有 


(a 到 
rz0 3a 一 297? a a 
i 一 ， 2 rad? = ln a = |zo | 十 |zo|; 
当 zo<<0 时 ,有 
人 3” 一 3z QQ 十 人 工 
js 2(a rT 下 一 去 一 | 


故 ,只 要 |xo|<a, 总 有 s== |zo| 十 |zxol. 

例 4 计算 圆柱 面 x? 十 y* 二 R? 界 于 xoy 平面 与 曲面 = 一 R 十 
Z /R 之 间 的 一 块 面积 (R>0). 

解 ” 由 第 一 型 曲线 积分 的 几何 意义 知 ,面积 5 等 于 被 积 函 数 
为 Z 二 RR 十 zx/R, 积 分 路 线 为 zx? 十 y: 二 R’ 的 第 一 型 曲线 积分 的 值 ， 


x/2 2 2 
S 一 | fir, = 4| IR 十 os Rdg 
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db = 37 及“ 


/2 】 1 
一 一 4R’| 1 十 D3 十 cos20 
例 $5 计算 球面 上 的 三 角形 x 十 yy 十 2z*= 二 a ,7 之 0,y 记 0,z 之 0 
的 围 线 的 质心 坐标 Co 一 1)， 
解 ”由 对 称 性 知 x 二 y==z. 围 线 长 为 :一 3 二 。27ra 
球面 上 三 条 曲 边 的 球 坐 标 方程 为 


工 二 acost,y -一 aSinl ,z ~ 一 0， 0 < 0 过 nT/2; 


T= acospy 一 0 一 csSinp，0 委 2 和 TA/2; 
X= 0,y= acosp,z = asing, 0 和 0 和 NA/2. 


一 /2 X /2 
故 二 | acos0 。ad68 十 | 
0 
二 一 37 , 


3 
Di 站 
= 2a /| 7 Ta 
14 如 4 
即 ,质心 坐标 ( 工 , 了 ,一 | 32， 名 ,人 
例 6 求 螺 线 T= 二 acosi,y 二 asini,z 二 ht/(27) (0 委 ! 上 委 2r) 一 
文 对 于 坐标 轴 的 转动 局 量 . 
解 ds 一 va-sin2 好 十 acos2 十 六 /041dr 一 A 
hr Y47 4 十 卢 j， 


2 
asintt Zi 
IN 


i Vdria’ hh 。 (2n) 


1 ， 


i 3 : 
4COSO adp|/ Fa 
\ 


7 .一 |, 十 z“)ds 十 


dma: 二 Ah’ 


2 
一 [全 十 与 | V4T 2 十 万， 
ph VAma + hy 


a*cOS’t 十 
An? i 


2 
1,= | (z+ yds=| 
了 0 
2 2 
= V4RE 二 更 十 次 WImar 十 忆 计 (2n) 
a hh’ 
-+ mT 
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7 1 2 2 
-一 | (x 十 y)ds = | Qi 人 = a’ V4na’ 十 大 
L 0 


二 .第 一 型 曲面 积分 的 计算 与 应 用 
第 一 型 曲面 积分 又 称 为 对 面积 的 曲面 积分 ,是 一 个 标量 ,因此 
不 需要 区 分 曲面 的 侧 . 由 于 dS 总 是 正 值 , 所 以 化 为 二 重 积 分 时 ， 


积分 上 限 应 大 于 下 限 . 
例 7 计算 下 列 曲面 积分 : 


(1) zx 十 y 十 <)d5,5 为 平面 y 十 2 一 
二 


5 被 柱 面 z? 十 yr 二 25 截 得 的 部 分 ， | 
(2) ||=as,s 为 锥 面 二 recostcosgp,y 一 
入 


sintsing,zZ 一 7rcosp (0Rr 人 ERO0ZOILZIn 0 /zr 
?二 x/2) 的 部 分 ; 图 14. 1 


(3 ) ||zas,s 为 螺旋 面 过 一 COSsv,Y 一 


usinv, 二 v0 的 一 部 分 ,0 世态 a,0 达 v 92x 
解 (1) 如 图 14. 1 建立 坐标 系 . 因为 z= 二 5 一 y, 所 以 dS = 
V1 二 (一 1)’dzrdy 二 Vv 2 dzdy， 于 是 


2 5 
{= | tyrs—» vadzdy = [dol wv 2 (5 rcosO)rdr 
D 0 0 


=]25V2x++0=125 V2n. 
(2) 从 TY 中 请 去 r 和 0 ,得 zetan2p=- 并 十 如 , 故 D,, 为 rx’ 


+ yA<Risin’g,dS = sod y, 于 是 
yg Rsin 
1=| 4 路 ?ricos: 六 Cos Jp rr Ty 
sin'p sing 


COS 9 Rsing 
sin’ po 


(3) 如 图 14. 2 建立 坐标 系 . 因为 二 cos:v 十 sini:v= 二 1,FF 二 
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一 ZX rdr = 一 了 一 Rtcos “9 sing,. 


夫 直 网 时 2 
—usinv cosv 十 usinvecosv = 0,G = u'sin'v 十 


uicosi:v 十 ] 二 1 十 wr ;所 以 ,dS 二 VY EG 一 Fdudv 
=- 一 YY 1 十 wu*dudv, 于 是 
I=||» v1 ududv =| vdo| v1 +u du 
0 0 
D 


一 2m| 二 V] 十 zt + ln(u 十 vl] Fy)] 
一 T2[a M1 十 a? in(a 十 V1L 十 cz)]. 


例 8 计算 下 列 曲 面积 分 : 
(1) FG) = | Aceyvzds,s 为 十 y 六 十 2 二 二 ; 当 z 之 
MY 


a 
0 


图 14.2 


YY x 十 入 时 f(x,y;z) 二 十 y;, 当 zz 二 Vr 十 y 时 f(z,y,z) 
一 0; 


(2) | ez 十 by 十 cz 十 丰 )d9 和 为 十 y 十 二 一 开 
RY 
解 (1) 将 5S 按 z= Vz: 十 yy 分 为 两 部 分 ,于 是 
F(t) = fe 十 y2)dS 十 joas. 
”1 S, 


其 中 Si 为 区 十 yy 十 z= 二 ,zx 之 YX 十 y*. 此 时 dS 二 tising ddpy 和 
十 y: 二 tsin*9, 于 是 
x wd 
F(t)= | dl| tisin:p tsinp dp 
0 QO 
KK 
一 2m| (1 一 cos’Pd(— cosJ) = (8 一 5 v 2). 
(2) 由 对 称 性 与 奇偶 性 并 利用 轮换 对 称 性 ,有 
了 一 a ||as 十 (a? 十 十 2) | zas 
4 和 
一 安 、4rR: 十 二 (十 多 十 c|| 人 十 将 二 =)d5 


»* 440 .。 


一 空 ，4xR2 十 寺 (@ 十 包 十 c2)R2，4rR: 


一 4rRe[d2 十 寺 (a? 十 所 十 62)R] 


例 9 求 高 为 2 .半径 为 尺 、 质量 均匀 的 正 圆 柱 对 圆柱 中 心 轴 
与 中 央 横 截面 一 条 直径 的 转动 惯量 . 
解 如 图 14.3 建立 坐标 系 , 则 dS = 
RR _ 
d ydz,， ;对 圆柱 中 心 轴 的 转动 惯量 
/RS ydz, 于 是 ,对 中 心 轴 的 转 
即 了,. 但 也 可 以 不 用 化 为 二 重 积 分 ,得 


1, = pc 十 办)dS 一 pR* | ds 一 40RShx. 
RY S 


这 里 S 是 圆柱 的 侧面 , 故 ||dS 一 4xRA. 图 14.3 
求 对 中 央 横 截面 一 条 直径 的 转动 惯量 , 即 求 或 7 
7 一 oor 十 zz’)dS = 2p| dy| Cy 十 2) -一 一 一 dz 
4 
ydy 4 | dy 
一 phR| /A 一 十 3 oRh ， A 一 
= 4p6 二 Rs 十 SnpRh’ 一 2nhpR| R: 十 号 如 | 


例 10 设 球面 x 十 y 十 z: 二 a* 上 的 密度 等 于 点 到 xoy 平面 
的 距离 , 求 球面 被 x 十 y: 二 azx 截 下 部 分 曲面 的 重心 . 
解 由 曲面 对 称 性 知 ,y 一 > 一 0. 球面 上 半 部 曲面 为 z= 


Va 一 TXT 一 yy , 故 419 一 二 二 dxdy; 截 得 曲面 在 Zoy 面 上 投 


影 为 (Xz 一 a/2) :十 y: 二 a*/4, 故 


M= 2 || lzlds 一 2|| Va zy drdy 
J: : Va 


* 441] 。 


-ay 
这 里 S, 是 截 得 曲面 中 位 于 上 半球 面 的 部 分 ， 


M ,= | zlzas 一 2 | zzd5 
和 s 


一 - ?| Ca _ 人 _ 人 本 “dzxdy 
zy 


x/2 ucosd 
一 2a | zaray 一 za| do| reos0O .rdr 
— RX/2 0 


第 二 节 第 二 型 曲线 积分 


主要 内 容 


1. 设 P,Q 为 定义 在 光滑 或 按 段 光滑 平面 有 向 曲线 工 上 的 背 


FP 
数 ,VY 工 , 把 L 分 成 1 个 小 弧 段 Aizai 这 里 AT 1 (Ti_1y Vi-1)， 
Ni (ziy yi) 1 =1, 20," ,nN. 记 各 弧 段 长 为 AS, ,分 割 的 细 度 为 | 了 | 
— max {AS,} ,AX;= Ti Xi ;Ayi= yi yit=1,4°" nN. (€;,7;) 为 


Ef 


A 
M;_jM;: 上 任 一 点 . 若 极 限 
lim DJ)P(éi,n)Azi + lim > QE nd)Ay. 
0 -1 


I TH -9 全 


存在 且 与 分 割 T 及 点 (&,,m) 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 为 函数 了 ,QQ 
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治 有 癌 曲 线 工 的 第 二 型 曲线 积分 , 记 作 | Pdz+Qdy 
石 记 下 (zy) 一 (P(x,Y) 二 Q(zr,y)) ,dS 一 (dz,dy), 则 有 疝 
量 形式 | Fds 


2. 设 工 :T= 二 JV1),y 二 (1),tELa,Bj 为 La,B8j] 上 光滑 或 按 段 光 
消 的 平面 曲线 .P,QA 为 L 上 的 连续 明 数 , 则 沿 工 从 A(p(a),y(a)) 
到 BC(gp(B),y(B)) 的 第 二 型 曲线 积分 为 


| Piz,ydz + QCr, ydy 


a 
| LPGCPGD ,DOUG C0) + QP) YY 0) Jdr. 


疑难 解析 


1. 第 二 型 曲线 积分 与 第 一 型 曲线 积分 有 什么 不 同 ? 

从 ”第 二 型 曲线 积分 又 称 为 对 坐标 的 曲线 积分 , 它 与 曲线 的 
方向 有 关 . 因此 ,在 化 为 定 积 分 计算 时 ,应 该 是 下 限 对 应 于 起 点 ,上 
限 对 应 于 终点 ,而 不 论 其 大 小 ;在 分 段 求 积 时 ,要 注意 分 点 的 衔接 . 

第 二 型 曲线 积分 也 可 以 化 为 定 积分 来 计算 ,还 可 以 利用 原 函 
数 以 及 化 为 第 一 型 曲线 积分 来 计算 . 例如 ,计算 

在 令 并 一 dcost,y 一 asint0O<t2r, 则 


2 下 
1 = 二 | zdy 一 ydz 一 二 | (a’cos’t 十 a’sin’t)dt = 27 
Zdy 一 ydz 
因为 0 一 arctan 之 


7= | 4 ~ 
a 


者 令 r 二 zi 十 yj,r== |r|, 则 


= 27. 
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XCOS(T,Yy) 一 yYCOSCT， 工 ) 
一 Ty 


TCOS (nT) 一 ycos(n,y) 
中 TS 和 yd 


:一 中 一 as = 十 | ds = £2ra = 2 
L SR ad 


在 验证 积分 与 路 线 无 关 后 ,可 选择 比较 简单 的 路 径 计 算 . 在 满 
足 格林 公式 或 斯 托 克 斯 公式 条 件 时 ,可 利用 公式 计算 .所 以 ,第 二 
型 曲线 积分 要 比 第 一 型 曲线 积分 复 淋 . 

2. 第 二 型 曲线 积分 与 第 一 型 曲线 积分 有 什么 联系 ? 

答 两 类 曲线 积分 来 自 不 同 的 物理 原型 ,有 不 同 的 特性 ,但 在 
规定 了 曲线 方向 后 ,两 类 则 线 积分 可 以 相互 转化 . 

帮工 :二 ZC),y 二 y(5) 0 委 和 1 zy) 分 别 表 示 切 线 
方向 1 与 z 轴 和 yy 和 轴 正 向 的 夹 角 . Pl(zx,y) 和 和 Q(z,y) 是 曲线 工 上 
的 连续 函数 , 则 


| Pcz,y)dz + Q(zr,y)dy 


一 | [PCesy)cosGz) 二 Q(x,y)cos(t,y) jds. 


万 法 、 拉 巧 写 典型 例题 分 析 


在 计算 第 二 型 曲线 积分 时 ,要 特别 注意 ;(1) 曲 线 的 方向 .起 点 
二 终点 及 分 段 点 ;(2) 曲 线 是 否 经 过 或 绕 某 个 不 连续 点 ;(3) 曲 线 是 
否 封闭 ;(4) 曲 线 是 否 满足 格林 公式 条 件 ;(5) 井 线 是 否 满足 与 路 径 
无 天 条 件 . 进行 定 积分 计算 时 应 尽量 利用 已 有 方法 、 技 巧 与 结果 . 
例 1 计算 下 列 曲线 积分 : 


(1) Prydz 十 ydy, 工 沿 沁 二 zx? 和 yy 二 xz 所 围 成 的 封闭 曲 


线 正 疝 ; 
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(2 ) | cz 一 9T7y)dz 十 (yy 一 2Ty)dy, 工 为 抛物 线 y= 二 x* 上 
对 应 从 一 1 到 1 的 一 段 ; 
(3) | zdz 十 ydy 十 (x 十 y 一 1)dz, 工 为 由 点 (1,1,1) 到 点 


(1,3,4) 的 直线 段 . 

解 ” 本 例 可 用 定 积分 计算 . 

(1) 元 一 六 十 7 大 为 六 一 工人 从 1 工 到 0; 7 为 y 一 Z 工 从 0 
到 1. 于 是 


0 
| Z2ydz 十 六 dy = | 天 。.223dq7 十 | yidy 一 一 2 ， 
L, 1 1 44 
1 1 1 
| xX’ydzr 十 人 dy = | = 。 dz 十 | dy 二 一 . 
L, 0 0 2 
] 
2 3 
故 bz ydzrt 十 ydy ry 


(2) T= | (zz Or rdr 十 (zt — Zr» xi) 9rd 
—1 


i 1 
一 | (xX* 一 4x’*)dz 一 ?| (2 -一 42Z:)dz 一 一 本， 
一 1 0 


(3) 直线 的 参数 方程 为 ,X= 二 1,y= 二 1 十 2t:,z 二 1] 十 3 
(0 过 1 过 1), 于 是 


1= | 0 二 (十 21) .2 二 3G 十 20]d = | G + 100d = 10. 

例 2 计算 下 列 曲线 积分 : 

(1) b Cy 一 ZZ)dX 十 (z 一 x)dy 十 (rz 一 y)dz,; 工 为 Xz: 十 vy 
十 22 一 1,y 一 YV3z, 从 工 轴 正 向 看 时 圆周 沿 道 向 绕 行 ; 

zdy 一 ydz 

(2) 中 下 二 二 让 区 (8 一 人 天 0), 为 本 
圆 (az 十 Py)? 十 (yz 十 6y)* 二 1 的 着 时 针 方向 . 

解 选择 好 参数 方程 是 解 题 的 关键 . 


(1) 将 x 十 y: 十 z:= 二 1 表示 为 r= 二 1,y 二 VY 3 表示 为 9= 
。 445 *。 


Y 3 .ing vcosg.0 从 2r->0, 于 是 


xT/3, 则 工 为 z 一 六 sing,y 一 


2 
六 1 
1 = | | 3 sing 一 coslj。 二 osg 
2r 2 2 
十 [cosb 一 -sing 一 - 全 cosg 


十 | 六 sing 一 3 sing| 《一 sing) do 
=| $V3 — 1d0= 0— V3, 
(2) 工 的 参数 方程 为 ax 十 By 二 cost ,YXx 十 by 二 sint,0 志 1 人 27， 
则 z 一 二 (icos 一 Bsint), y— 8 yasint—Yeost) ,于 是 


[fx 1 有 1 z 
了 -| nS 7 一 yB ocost psinf)d| 2 ya esint 一 Yeost) | 


“" l . ] 
| 礁 二 754ostnt -一 ycost)d| 二 7B 


由 (0,27) 内 三 角 函 数 系 的 正 交 性 ,可 得 


(Ocost 一 psinz) | 


~ os 一 -LT 
1 一 cd 87:|. (a6 "Dd = 7 


例 3 证 明 : 曲 线 积 分 有 估计 式 
Paz + Qay|< LM, 
其 中 工 为 积分 路 径 长 度 ,M 二 max vVP2: 二 Q:( 在 世上 )， 
证 由 两 类 曲线 积分 的 联系 ,有 
| Pax 十 Qay| = | Cpeose 十 Qsina)ds 


<| | Peosa 十 Qsina |ds. 
L 


而 《Pecosa 十 Qsina)’ = Picos’ia 十 Qsina 十 PQ2sinacosa， 
0 委 (Psina 一 Qcosa)’ = Pzsin2a 十 Qcosia 一 PQ?sinacosa, 
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则 CPcosa 十 Qsina)? 迄 P' 十 Q*, 从 而 
| Pcosa 十 Qsina | YPi+Q: <M. 
于 是 | paz + Qdy|< Mas = LM. 
例 4 者 /zx) 为 连续 函数 ,过 为 按 段 光滑 的 封闭 曲线 ,证 明 : 
中 Adz 十 y:)(xdzx 十 ydy) 一 0， 


证 令 F(z,y) == 方 | ”Godu, 由 yu) 的 连续 性 有 ， 
Pry) 二 Xf 二 yy) (TY) 一 yz 十 yy). 显然 下 ,和 
F， 是 连续 函数 , 故 F(z,y) 可 微 , 且 有 

dF(z,y)= zxf (rx y)dzr 十 yz + ydy 
= f(z’ +t y) (rdzr 十 ydy). 
于 是 ,VY (zo,yo)EL, 由 于 工 是 封闭 的 ,所 以 


(I0 ‘yp? 


中 rez 十 和 六)(Czdz ydy) = F(zr,y) = 0. 


(z0:y0) 


例 S$ 方向 为 纵 轴 的 负 向 、 大 小 等 于 作用 点 的 横 坐 标 平方 的 
力 构 成 一 力 场 . 求 质 量 为 m 的 点 沿 曲 线 1 一 z=y? 从 点 (1,0) 移 到 
点 (0,1) 所 做 的 功 . 

解 因为 下 一 0 一 z27 ,所 以 

W = | odz 一 dy 二 一 | zy 一 一 | G — y)‘dy 一 一 到 

即 场 力 做 负 功 ,大 小 为 8/15. 

例 6 已 知 力 场 下 一 yzi 十 zz 十 zy , 问 将 质点 从 原点 沿 直 线 
移 到 曲线 所 十 总 十 气 二 1 的 第 一 卦 限 部 分 上 哪 一 点 做 的 功 最 大 ， 
并 求 最 大 功 . 

解 Y Po zo, yoyzo) € 六 ;十 涩 十 二 1, 直线 方程 工 为 x 二 


Tol syY— yot 之 一 Yo yt 从 0 谈 到 1 , 则 
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W = | yzdz + zzdy + zydz = 3x。 yozo| tdt = x yeo. 
由 Po 的 任意 性 知 ,W 二 zyz. 

最 大 功 为 W=zyz 在 条 件 五 十 总 十 所 一 1 下 的 极 值 , 据 第 十 
一 章 第 二 节 例 14 结果 知 , 最 大 值 点 


ud Cc 


b 
(TT VF VF) 
/3 


9 avbrc. 


故 最 大 功 Wx 二 
例 7 说 明 对 第 二 型 曲线 积分 , “积分 中 值 定理 ”不 再 成 立 . 
答 ”如果 有 积分 中 值 定理 ,应 该 是 这 样 的 :车 /(P) 在 LL 上 连 
续 , 则 存在 点 P* EL ,使 得 


| APdz= AP | dz 
设 二 为 圆周 ,由 对 称 性 知 | ,dz 一 0, 故 上 式 右边 对 一 切 上 都 


等 于 零 .但 是 , 当 A(P) 一 f(r,yy) 二 yy;L+ 为 xX: 十 y= 二 2y 时 ( 逆 时 针 
癌 ), 有 


| ,AP)dz 一 | ,ydz 一 一 元 尖 0. 
推出 矛盾 , 故 积分 中 值 定理 不 成 立 . 


三 六 ”格林 公式 ”曲线 积分 与 路 径 的 无 关 性 


主要 内 容 


1. 阁 孙 数 P,Q 在 闭 区 域 D=R: 上 连续 , 旦 有 一 阶 连 续 偏 导 
数 , 则 有 格林 (Green) 公 式 
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ac ”9P 加 
册 元 | dzdy = dz 十 Gdy 


成 立 ,其 中 工 为 区 域 刀 的 边界 曲线 , 取 正 方向 . 
2. 设 DCR 是 单 连 通 闭 区 域 . 奇 尔 数 了 P,Q 在 D 内 连续 ,日 有 
一 阶 连 续 偏 导数 , 则 以 下 四 个 命题 等 价 : 


(1) Y 光滑 闭 曲 线 L ED， 中 Ppdz + Qdy = 0; 


(2) VY 光滑 曲线 LE D, | Pdz 十 Qdy 与 积分 路 线 无 关 , 只 与 


上 的 起 点 和 终点 有 关 ; 
(3) Pdz 十 Qdy 必 为 万 内 某 函 数 x(z,y) 的 全 微分 , 且 du 一 
Pdz 十 Qdy; 
oP 


(4) 在 万 内 每 一 点 ,有 和 一 2 


疑难 解析 


1. 格林 公式 有 什么 意义 ? 它 应 用 在 鲫 些 方面 ? 

答 格林 公式 给 出 了 有 限 条 按 段 光 滑 的 封闭 曲线 上 的 曲线 积 
分 与 它们 所 包围 的 区 域 上 的 二 重 积分 的 关系 . 当 区 域 DD 为 单 连 通 
域 时 , 工 正 向 即 逆 时 针 方 向 ; 当 六 为 多 连通 域 时 ,D 的 外 边界 为 道 
时 针 方 向 ,内 边界 为 顺 时 针 方向 .已 ,Q 要 求 在 区 域 D 内 直到 边界 
LL 土 连续 ,和 且 有 连续 的 偏 导数 ， 

利用 格林 公式 可 以 将 封闭 曲线 上 的 线 积分 化 为 区 域 上 的 二 重 
积分 来 计算 ;对 开口 曲线 上 的 线 积分 可 以 补 上 一 段 曲 线 后 变 成 封 
闭 曲线 ,再 应 用 格林 公式 . 

格林 公式 的 一 个 简单 应 用 就 是 求 面积 , 即 


ardy 一 中 rdy 一 ydz， 
格林 公式 在 力学 中 还 有 许多 应 用 . 
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2. 怎样 求 Pdz 十 Qdy 王 dz 的 了 涪 数 (zr,y)? 
答 常用 折线 法 、 仿 积分 法 和 次 微分 法 . 


(zx,Yy) 
(1) 折线 法 . 由 ulzr;y) = | PCr,y)dz 十 Q(z,y)dy, 得 


0'20 


wu (X,Yy) = | 已 Cryyo)dz 十 | GCCGCzyy)dy 
或 -一 | Q(zo ,ydy 十 | Plzr,y)dx. 


de du 
u(x,y)= | Gedz 十 g(y) 一 | zsP (zr,y)dr 十 gC(y) 


a gy fac 4 hen 


再 求 出 光 与 Q(z,y) 比 较 ,确定 8(y) ,得 出 (zy). 
(3) 将 已 (z,y)dqz 十 QGCz,y)dz 通过 拆 项 、 拼 项 次 出 全 微分 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


利用 格林 公式 ,首先 要 验证 是 否 满足 定理 条 件 ,满足 条 件 才 可 
化 为 二 重 积分 来 计算 . 当 需 要 添加 曲线 段 时 ,要 尽量 使 添加 的 曲线 
段 上 的 线 积分 简单 ,更 不 要 忘 了 最 后 减 去 添加 部 分 . 

例 1 计算 下 列 曲 线 积分 : 


(1) 中 oz 十 ex dz 十 (Xz 十 Xe 一 2y)dy;y 工 为 XX 十 y= 二 
a 正 向 ; 
(2) | Gesiny 一 my)dz 十 (ercosy 一 m)dy, 工 为 A(a,0) 一 


0(0,0) 的 上 半 贺 周 x 十 y: 一 az; 
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(3) , (一 27zy)dz 十 Xxiy*dy, 工 为 十 六 之 1 与 XT 十 y 委 
L 


2y 所 围 区 域 边 界 正 问 . 
解 ” 本 例 可 利用 格林 公式 求解 . 
XQ aP ，， ， 
(1) 因为 到 一 光一 > rz ,所 以 
I= 站 如 一 ra)dzdy = | aol racos3g — rasinag)dr 


5 


a (**,. 
一 | (sin30 一 cos’0)d0 
0 
pp 2 2 . ， 
一 | | (cos’0 一 1 )dcosl 一 | (1 一 sinzg)dsing | 一 0. 
0 0 


(2) 因为 3 一 罗 二 m, 添 加 直线 段 o4 (y 二 0,0 忒 工 亿 a) 构 


于 是 
1 = 中 一 0 一 站 mazrady 一 "| andy — ?2 。 于 mt 一 Ema’, 


1 D 


(3) 如 图 14.4 建立 坐标 系 . 因为 下 一 35 一 2zy2 十 2 所 以 
了 一 | zy 十 2X’)dxdy 一 zz 十 xX*)dxrdy. 
D D 


由 于 被 积 函 数 是 xz 的 奇 范 数 , 而 积分 域 关 于 
y 轴 对 称 . 故 


i = ||2zcz 十 y’)dxdy 一 0. 
Db 


、 一 yd 
例 2 计算 中 23 二 六 ,为 任 -下 


通过 原点 的 简单 光滑 闭 曲线 正 问 ， 
解 因为 不 过 原点 ,所 以 也 上 天 十 4y 图 14. 4 
和 关 0, 且 


PP_ y+ - 罗 
ay (天 十 4y qr 


当 工 不 绕 原点 时 ,DD 为 单 连通 域 ， 中 
当 工 绕 原点 时 , 作 一 小 圆周 C;zx? 十 4y? 二 e?,C 包含 在 工 内 , 则 


dy 一 yd 
$= 中 i jy $. TOY YT 


l 4 
因为 寺中 ray 一 ydx 一 dxdy, 族 由 和 + 光一 1 得 


— 1, 1 zl 
中 = 十? [到 me 由 


辣 理 xzdy 一 ydz 10， 工 不 绕 原点 ， 
Ty 2x， 工 绕 原点 . 


例 3 计算 曲线 积分 


$ [1 — Scos 2 Yjdrt+ 
L ba 


sin 半 十 二 cos 之 十 xz*| dz， 
a Zz 
由 ZX 十 y 一 2y,T 十 y= 二 4y; 工 二 /二 所 围 成 . 
y 解 ” 如 图 14. 5 所 示 , 工 很 复杂 ,可 用 格林 
4 、y=v 3 z 


z= /Ty I= ~ feet, 二 ff ae 2r2dy 
/ nj/ 


2sing 


| 30 0 14 
本 SI bdsing 5 
例 4 


图 14.5 应 用 格林 公式 计算 下 列 曲线 所 围 区 
域 的 面积 ， 


(1) 星 形 线 x 十 y 人 二 a (2) 双 纽 线 于 一 azcos20. 


解 (1) S = azay = 志 bzdy— ydz 
L 
D 


一 >| a’ (sin’tcos’t 十 sin‘tcos’t)dr 
0 
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3 ,{*" ., 2 32{ sinzord 
一 一 Cj sin’tcos’tdt = —a’| sin’2tdt 
2 0 8 0 


2 
一 er| (1 一 cos41)dt = na’. 


(2) xX = acosb Vecos20, y = asin0 wcos20. 
S=4* 直 zdy — ydr=2 | ~ arcos20d0 = a’, 
例 5 求 出 指数 4， 生生 
| ridz 一 v7 dy (+ = YZ ) 


{I ‘>02 yy 


在 y 天 0 的 区 域内 与 路 径 无 关 , 并 求 出 积分 值 . 


解 2 一 了 hz 耻 一 一 贞 (2zr 十 hzar ， 


故 2Xr 二 Arr ?= rr 二 Ary:r 2， 


两 边 匀 以 一 ,化 为 
(2 十 4 十 2xy 二 十 (1 一 Ary’， 


得 (2 十 人 二 1 ， (1 一 22) 二 2 二 A 二 一 1. 
当 4 二 一 ] 时 ,有 
(Cry) 2 
I= | 一 雪 二 dz 一 -二 
(zoy0) yo VX 7 二 二 y? /ry 


J bo 
dz 一 


=| 一 二 二 -dy 
| yo vZ 十 入 wy VT 
YrT++y VTi+yi 
TT ee, 
0 


y 
例 6 计算 下 列 曲 线 积分 : 


(1) | Czy 十 3zer)dz 十 局 一 ysinyjdy 工 为 摆 线 工 二 一 
sint,y 二 1 一 cost, 从 0o(0,0) 到 A(x,2) 的 弧 段 ; 
2 
(2) | Yay 十 等 [yf (zyy) 一 1Jdy,f 在 (一 oo 


十 ce) 上 有 连续 导数 , 工 为 从 点 (3,2/3) 到 (1,2) 的 直线 段 . 
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解 先 考察 积分 是 否 与 路 径 无 关 , 再 进行 计算 . 


(1) 写 一 屏 一 全 , 故 积分 与 路 径 无 关 . 选 从 (0,0) 一 (r,0) 一 
(xX,2) 的 折线 段 为 积分 路 径 ,于 是 
了 一 | szerdz 十 | 可 一 ysiny dy 


区 3 


天 ， 2 
十 | y 一 Siny 十 ycosy | | 
0 3 0 


一 3(7ze” — er) 


一 3e"(T 一 1) 十 3 十 2m1/3 十 2cos2 一 sin2. 
(2) 芍 一 (zy) 十 my] (zy) 一 点 一 她 , 故 积分 与 路 径 无 关 . 选 
择 折 线段 (3,2/3) 一 (1,2/3) 一 (1,2) 为 积分 路 径 , 于 是 
人 3 人 pl 2 1 
{= | 2 1 + /| 3 | az Ar dy 
_ 2 2 _ 
3+ | 3z|dz 十 | fC)dy 1 
设 1 (1) 的 原 罗 数 为 (2), 则 


外 条- 


1 


nl 
=F|3 F'(2), 


3 
1 1 9 ， 
| f(y)dy = FOy) FC2)— a 2]， 

2/3 2/3 3 


故 1=—3+F|8)- PF +r FS) -1=— 4 


例 7 当 z>> 一 1 时 ,jz) 连 续 且 可 微 , 且 f(0) 二 6/5, 对 半 平 
面 z 之 一 1 上 的 任 一 闭 曲 线 ,有 


b [y 一 5ye “f(x)Jdzr te “f(r)dy = 0, 
求 f(x)， 并 计算 | [y 一 5ye-zz)]dz 十 ezFzydy 为 从 
(1,0) 到 (2,3) 的 弧 段 . 
加 4 
解 。 因 为 中 = 0, 所 以 下 一 了, 即 
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— 2e Tf(r)+e “f(r)=1— 5e “f(z), 
有 微分 方程 f' (7) 十 3f (7) = e”, 
解 得 ”J (x) = ee .ejsatzdz 十 |- 二 ez 十 ce 一 5， 
因 70) 一 二 一 < 一 1 , 故 1(z) 一 二 es 十 er- 


由 于 积分 与 路 径 无 关 , 选 折线 段 (1,0) 一 (2,0) 一 (2,3) 为 积分 
路 径 ,于 是 


7 一 | Plz,0)dz 十 | ec,y)dy 
-人 
例 8 f(z,y) 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 当 它 满足 什么 条 件 时 ， 


曲线 积分 | f(x,y) (ydz 十 zdy) 与 路 径 无 关 ? 
解 ” 因 为 Plzyy) 二 yf(ryy), QCr,y)=rf (ry), 


3 = Jr) + yf ,rsy), fr,y) + rf lr,y), 


dx 
, ap _ a0 ,af ,of 
所 以 9y a 9y ”ar 


例 9 选取 a, 值 ,使 得 信守 dz 一 dy 为 函数 


u(xX，y) 的 全 微分 ,并 求 u(xz ,yy). 
4 并 十 多 Q(x,y)= 一 工 十 y 一 已 


解 因为 F(T, YT ry: 
oP Tary—y BQ ry 27y+ 207 
9y (zx? 十 yz) Jr (Xz! 二 y:)? ? 


1 TE_R _ _ 
所 以 3y 22ary = 2zy， 2br = 0>a=1,6=0. 


因为 , 除 点 (0,0) 外 ,P,Q 具有 一 阶 连续 偏 导数 ,于 是 


一 | ”+ Wd (ry)dy 
“z= | Xx 十 yy Te 
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= | :dz -上 二 “十 y Hd +e 


一 Fln(z’ 二 y*) 一 arctan = 十 Cc， 
例 10 验证 下 列 函 数 为 某 函 数 的 全 微分 ,并 求 出 该 函数 ， 
(1) (z+2ry—y )dzri+ (rx:—2ry—y’)dy; 
(2) erLe7(z 一 ?十 2) 十 yjJdz 十 er[fer(z 一 当 ) 十 1jdy; 
(3) ycos(Czy)dz 十 zcos(zy)dy 十 sinzdz， 


解 和 下 Cry). 


u (X,Yy)= 2 十 | ce 一 2zy 一 多)dy 十 cc 
0 


3 3 


和 2, 2 > 
= 十 zy 一 yy 3 十 C， 
ap 
(2) 到 一 er[er(z 一 y 十 1)] 十 ee 一 全 , 故 存在 u(xX,y), 有 8 
u (Xz,y)= | ez 十 2)dz 十 | [ec 一 y) 十 ejdy 十 cc 
一 (Z 一 y 十 je 7 十 ye 十 ec. 


(3) 25 一 cos(zy) 一 zysin(zy) 一 只, 故 存在 u (X,Yy). 
用 线 积分 (折线 法 ) 求 解 , 得 


{xyeT) 
u(rX,y,2)= | ycos(Zy)dz 十 zcos(zy)dy 十 sinzdz + ce 
O00.0) 


= | odz 十 | zeos(zy)dy 十 | sinzd: 十 c 
0 0 0 


| 


sin(Xy) 一 cosz 十 1 十 cl 一 sin(xXy) 一 cosz 十 c。 
用 偏 积分 法 求解 ,得 于 一 ycos(zy), 湛 一 zcos(zy)， 开 一 sinz 
任 取 其 中 一 式 | 如 里 | 积 分 ,于 是 
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zz yz 1) 一 | ycosGzy)dz 十 phy,2) 
0 
一 SIN(TYy) 十 p(y ,2). 
又 天 一 ZXCOS(Zy) 十 P (yz) 一 reos (ry), 
故 P (yz) = 0>9(y,z2) = Ylz). 
因为 学 一 凡 (yz) 一 几 (z) = sinz—>yY(z) 一 一 COSz 十 C) 
妈 ply,2) =— cosz 十 c， 
所 以 U(XT, YI2) = sin(rxy) 一 cosz 十 ce. 
用 次 微分 法 , 即 利用 微分 公式 与 法 则 求解 ,得 
dx(Zzyy,z) 一 ycos(Zy)dz 十 zcos(zy)dy 十 sinzdz 
一 Cos(Zy)ydz 十 cos (zy)xdy 十 sinzdz 
一 dlsin(zy) 一 cosz |], 
yd ul(T,y2) 一 Sin(zy) — cosz+ 5c. 


例 11 利用 格林 公式 计算 中 他 dS, 其 中 uz,y) 一 zx? 十 


为 xz 十 尖 一 6x 正 向 , 池 为 w 沿 工 的 外 法 线 方向 导数 . 
解 元 
x 1 是 曲线 艺 上 在 点 4zyy) 切 线 的 方向 角 , 故 
中 dS 一 中 czzcosp 一 2ycosa)dS. 
化 为 第 二 型 曲线 积分 后 再 利用 格林 公式 ,有 


了 一 中 - 2ycosa 十 2xcosB)dS 


Ou oe 
= 了 cos (mn , 工 ) 十 Des (n,y) 二 2xcosBp 一 2ycosa, 其 中 


中 (- 2)ydzx 十 2zdy 


| 4azdy 一 4。9T 一 367. 
D 
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第 四 节 第 二 型 曲面 积分 


主要 内 容 


1. 设 P,Q@,R 为 定义 在 双 侧 曲面 S$ 上 的 函数 ,在 9 上 指定 一 
侧 作 分 割 了 ,分 9 为 nn 个 小 曲面 S;，S;,…,S,, 分 割 的 细 度 目 工 趾 
一 max {S; 的 直径 }. 以 AS, ,AS ,AS, 分别 表示 5; 在 三 个 坐标 面 
上 的 投影 区 域 的 面积 . 当 5; 的 法 线 正 向 与 z 轴 正 向 夹 角 小 于 7/2 
时 ,AS 取 正 值 ; 当 该 夹 角 大 于 x/2 时 ,AS， 取 负 值 . AS， ,AS; 正 
负 值 取 法 类 似 . 在 各 小 曲面 积 S; 上 任 取 一 点 (6;,w,5) ,车 极限 


lim ,DP 7 和 AS + im ec 7 DAS， 


| 必需 | 


十 im ， DORE ,CAS 


存在 , 且 与 S 的 分 其 7 和 护 (&i,7i,6) 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 为 
函数 P,Q,R 在 曲面 S 指定 一 侧 上 的 第 二 型 曲面 积分 , 记 作 


| Pcesy,zdydz 十 CCzyyz)dzdz 二 R(T,Yy,2)drdy. 
4 
2. 设 R 是 定义 在 光滑 曲面 S$S;z 二 z(x,y),(X,y)ED,, 上 的 连 
续 哨 数 , 以 S 的 上 侧 为 正 侧 , 则 
Ress dady 一 DRGs Yardy 


3， 若 光 滑 曲面 由 参量 方程 给 出 ， S: X= 二 X(Uu UV) ,Y= 人 (CE 了) 之 


一 z(u,v), (u,v)ED, 且 在 D 上 浮 数 行列 式 2>) 9622， 
UU) OQ(u,v) 
A(x,Yy) 


32225 不 同时 为 零 , 则 有 
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2 


| Paydz 二 十 | Pryw) yu) ,eCuso)) u,v) 
四 D 


|| Qazas 一 十 ||QCzCus0) yu) ,z (us0)) PET dudo, 
号 D 


||Razay 二 十 |RCzGsw) ,yuo) ,u,v)) EY dudv,. 
3 p 


当 uov 平面 的 正方 向 对 应 曲面 9 选 定 的 一 侧 时 ,二 重 积分 前 取 正 
号 ,否则 取 负 号 . 


疑难 解析 


1. 为 什么 要 将 曲面 分 侧 ? 

答 第 二 型 曲面 积分 又 称 为 对 坐标 的 曲面 积分 ,积分 是 在 曲 
面 上 进行 的 ,但 积分 不 是 对 ds 而 是 对 dzxdy( 或 dydz ,dzdx) 进 行 
的 . 这 里 的 dxdy 实际 上 是 AS 在 zoy 面 上 的 投影 ,因此 是 有 方向 
的 . 这 样 ,就 需要 考虑 曲面 的 侧 , 即 考虑 积分 是 对 曲面 的 某 一 侧 进 
行 的 ,对 不 同 侧 进 行 的 积分 有 不 同 的 值 . 事 实 上 ,大 多 数 曲 面 都 是 
双 侧 的 ,因此 ,必须 区 分 曲面 的 侧 , 在 指定 的 侧 上 进行 第 二 型 曲面 
积分 . 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


在 计算 第 二 型 曲面 积分 时 ,很 重要 的 一 步 是 根据 指定 的 侧 确 
定 二 重 积 分 前 面 的 符号 .一 般 可 以 依据 几何 知识 确定 . 其 实 , 计 算 
第 二 型 曲面 积分 的 方法 不 是 惟一 的 ,读者 可 以 多 尝试 新 的 解法 . 
例 1 用 多 种 方法 计算 曲面 积分 


[Ie — zdydz 十 (z ~ xz)dzdz + (x — y)dxdy, 
DD 


5 为 2 = 二 zx 十 y (0 世 z 世 有 ) 的 下 侧 . 
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解法 1 化 曲面 积分 为 二 重 积分 . 
取 x 之 0 部 分 前 侧 为 S1 ,xz 二 0 部 分 后 侧 为 9，,y 二 0 部 分 右 侧 
为 35yy< 0 部 分 左 侧 为 ,S4， 内 则 


lo — 2)dydz== lo 一 之 )dydz 十 fo — z)dydz 
4 S Ss, 


一 le — z)dydz 一 le — 2z)dydz = 0， 
DD D,, 
类 似 地 ,有 
lke — TX)dzdx 一 | — TX)dzdz 十 le — T)dzdr = 0,， 
< $, 3 


| c 一 y)dxdy 二 一 [ke 一 y)dzdy 
9 D 


一 一 | ae| :ccoso — sin0)dr = 0. 
解法 2 化 为 第 一 型 曲面 积分 来 求解 . 因为 
J Paya 十 Gdzdz 十 Rdxdy 


一 J CPeose 十 QcosB 十 Reos? |d5S,， 


其 中 ap, 分 别 是 曲面 $ 上 法 向 量 与 三 个 坐标 轴 正 向 的 夹 角 . 
因为 z 一 Vr 十 yi, zz 一 ; 之 y 一 2 ,COSQ 一 


ry: Ty 
并 y 了 
一 一 一 一, Cos 三 一 一 一 一 一 ， /一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
V2(zZ 十 六) V2(T 十 入) 机 V2(z 十 入 ) 必 


I= 中 [re — 2)cosa 二 (z ~— TX)cosp + (zr — y)cos? ldS 

一 外 -+ dzdy. 

由 区 域 的 对 称 性 与 被 积分 函数 的 奇偶 数 知 ,7 一 0 
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(3) 用 高 斯 公式 ( 见 下 节 ) 求 解 . 
添加 曲面 5。:z 二 hz 十 y 人 hr, 并 取 其 上 侧 , 则 


;= -= E+ e+) ew 


3 二 3, 


一 joav 一 lo 一 工 )dQzdy， 
V S 


由 区 域 的 对 称 性 与 被 积分 函数 的 奇偶 性 知 ,7 一 0 
(4) 因为 于 十 中 十 区 一 0 所 以 曲面 积分 与 曲面 形状 无 关 ,只 


与 边界 曲线 有 关 ， 族 取 蝎 面 为 题 (3) 中 5%o 的 下 侧 , 则 由 区 域 的 对 称 
性 与 晒 数 的 奇偶 性 知 


7 一 | 一 y)dxzdy 一 一 le 一 y)dzdy = 0. 
5 b 


例 2 计算 下 列 曲面 积分 ， 

(1) Pde + 3 二 dzdz 十 工 dzdy,S 为 本 球面 五 十 揪 十 把 
一 1 外侧; 

(2) || rzaydz 十 gl(y)dzdz 十 h(z)drdy,f,g,h 为 连续 也 
数 ,5 为 平行 六 面体 0 过 < 过 a,0 过 y 二 6,0 二 2 之。 的 外 表面 ; 

(3) || zdyas 十 ydzdz 十 (ZX 十 z)dzdy,S 是 平面 2z 十 2y 十 
= = 2 在 第 一 卦 限 部 分 的 上 侧 

解 ”(1) 了 = 由: 工 dydz 十 3 工 dzdz 十 p= 1 qzrdy, 


7 
S V] 一 好 /6 一 227C 


af 「 SAE dz _ nabe 
vl— y/o ~ z /ec a 
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其 中 .为 站 十 所 鲜 1. 由 轮换 对 称 性 ,得 


Tas 了 = Meet, 四: 1) zdy = 2. 


号 


故 J 二 4napbc 十 4napbc 4nabc 


了 记 十 a 一 4nabc| = 十 庙 十 二 


(2) 先 计算 此 (z)dzdy; 由 于 侧面 垂直 于 xoy 面 , 故 


Jr)dzdy= [cardy _ | ecodzdy 
四 D,, D,, 


= (hc) 一 C0)) ||dzdy ~ abc ec) 一 AC0) 


由 轮换 对 称 性 ,得 


| readydz — abc /2 10), 
5 

[gardz 一 abec BB 
S 


帮 了 二 abc| Le = 1(0) ECO) &C0) he) = | 
(3) 由 于 5S 取 上 侧 , 故 法 向 量 与 z 轴 的 夹 角 为 锐角 ,方向 余弦 
分 别 为 cosa 二 2/3,cosB 二 2/3,cos7 二 1/3, 于 是 


加 2 2 1 = 二 || 
= J [s+ Sy 十 yx + >) dS ; | Gz + 2y + ds 
= 计 ||[G2z + 2y +2) + zl]ds 
性 


一 二 |‖|(2 + x)ds (因为 2z 十 2y 士 zx 一 2). 
人 


| 
而 Dy 为 0 声 + 志 1,0 志 y 志 1 一 x ,V1 十 2z. 十 z, 二 3, 故 


I 1 
== 三 | e+ 了 3dzdy = | dz| (2 十 XxX)dr 
0 0 
六 
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站 
=| 一 卫 一 z 十 2dz 一 二 


例 3 计算 所 dydz 十 当 dzdx 十 二 dzdy， 其 中 
S 
VT 二 yy 十 2, 是 球面 区 十 yy 十 2 二 a? 的 外 侧 . 
解 ” 设 Nn 二 (cosa,cosB,cos7) 为 S$ 上 单位 外 法 线 癌 量 , 则 cosa 
二 Xx/r,c0osp 二 y/r,cosr 二 z/r, 于 是 
1= 总 | 到 一 COSQ 十 cosB 十 CosY 


S 


dS 


7 (COS a 十 cos 8 十 cos:7)dS = 9 ! 一 qq 


| | 
~ “es 
| 


例 4 计算 | yxidydz 十 TXy dzdz 十 z:dxdy, 其 中 S 是 z= 二 x? 
4 


十 yy (0 和 = 委 1) 的 外 侧 . 
解 由 于 曲面 关于 > 轴 对 称 , 故 


|| yridyds 一 | ydzdz 


SS S 


又 ,曲面 关于 yoz 平面 对 称 , 且 yzs 是 关于 z 的 奇 函 数 ,所 以 
| yzsdydz = | zydzdz = 0. 
而 只 


7 一 0 十 | zazay 一 一 | (x 二 y):drxdy 
§ 


xz? 十 六 二 1 
2 1 A 
=- 一 | do| ridr = 7. 
本 例 依 据 区 域 的 对 称 性 和 函数 的 奇偶 性 简化 了 计算 . 


例 5 计算 
I = | [f(z,y,s) 十 TJdydz 十 [2f (zx,y,z) 二 y |dzdxz 
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十 | Frzyyz) 十 zjdzdy， 
其 中 /zyyz) 为 连续 图 数 ,3 是 平面 x 一 y 十 z= 二 1 在 第 四 卦 限 部 
分 的 上 侧 . 
解 ” 设 平面 法 同 量 为 n= 二 (cosa, cosB, cos7), 则 cosa = 


1/ V 3 ,cosB 二 一 1/ V 3 ,cosr 一 1/ V 3 .于 是 
/一 由 (Creesyz 十 zjcosa 十 [2f(z,y,2z) 十 yj]cosB 


二 [f(r,y,2z) + 2]cos7}dS 
一 | cea (cosa 十 2cosp 十 cos7)dS 
$ 


十 | Czeosz 十 ycosB 十 zcos7)dS 
和 


一 人 ) vv 3dxd 
| V3 ” 7” 


Ja fe 


本 例 含 抽象 函数 f(x,y，z), 不 能 直接 用 二 重 积 分 .但 可 利用 第 一 
型 曲面 积分 求 出 解 . 


例 6 一 一 一 一 dzdy. 5 为 锥 面 z = VX 十 与 平 


计算 人 和 二 7 

面 z= 二 1,z 二 2 所 围 立 体 的 外 侧 . 

解 ” 记 5; 为 锥 面部 分 ,S$,,S; 分 别 为 z= 二 1,z 二 2 部 分 ,在 zoy 

面 上 投影 域 分 别 为 D;,D;,D;, 则 S,,S, 取 下 侧 ,$, 了 到 上 侧 . 于 是 
Vy 


| y 一 


| EF 


ea 
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不 六 不 不 2 2 
一 一 | do| rdr 一 | dg| rdr 十 | do| rdr 
0 1 rr 0 o 六 0 or 


2 r 1 2 
一 一 zr| 一 dr 一 zr| edr 十 2r| edr = 2xe“ 
1 0 0 


第 五 节 ”高 斯 公式 与 斯 托 殉 斯 公式 


主要 内 容 


1. 高 斯 公式 ” 设 空间 区 域 V 自分 片 光 消 的 双 侧 封闭 曲面 % 
所 围 成 , 乔 函 数 忆 ,Q,R 在 了 上 连续 , 且 有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 有 
高 斯 公式 


aP aR 
由 ar 十 > 十 | dzdyds 一 Prayd 十 Gdzdz 十 Rdzrdy, 


其 中 S 取 外 侧 . 

2. 斯 托 克 斯 (Stokes) 公 式 ” 设 光滑 曲面 5S 的 边界 工 是 分 段 光 
滑 的 连续 曲线 , 消 数 P,Q,R 在 S 及 LL 上 连续 , 且 有 一 阶 连续 偏 导 
数 , 则 有 斯 托 克 斯 公式 


oR co oP _ ok 
几 5 和 | dyds 十 | 本 2 


dzdz 十 | 于 一 3 | dzdy 


一 中 Pdz 十 Gdy 十 Rdz, 
L 


其 中 5 的 侧 与 工 的 方向 依 右手 法 则 确定 . 
3. 设 QCR' 为 空间 单 连 通 域 ,着 P,Q,R 是 2 上 连续 肾 数 ， 
且 有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 以 下 四 个 条 件 等 价 : 
(1) 对 必 内 任 一 光滑 封闭 曲线 ,有 
中 Pdz + Qdy + Rdz = 0 
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(2) 对 内 任 一 分 段 光滑 曲线 , 固 线 积分 | Pdz 十 Qdy 二 Rd 


与 路 径 无 关 ; 
(3) 2 内 存在 畏 数 w(x,y,z), 使 得 dx 一 Pdzr 十 QQdy 十 天 az; 
oP _ RR RR oR _IP 


(4) 在 2 内 成 立地 王充， ,到 一 


ox ay ’ ar Gz 


疑难 解析 


1. 高 斯 公式 有 什么 意义 与 用 途 ? 

答 ”局 斯 公式 建立 了 沿 空 间 财 曲面 的 曲面 积分 与 三 重 积 分 之 
则 的 联系 ,使 得 对 曲面 积分 的 计算 可 以 化 为 对 曲面 所 围 立 体 上 的 
三 重 积分 的 计算 . 与 牛顿 - 菜 布 尼 区 公式 和 格林 公式 一 样 ,高 斯 公 
式 体 现 了 一 个 重要 的 数学 思想 一 一 区 域内 部 问题 与 边界 问题 的 互 
相 技 化 . 

高 斯 公式 是 格林 公式 由 平面 域 到 空间 域 的 推广 , 它 不 仅 对 封 
闭 区 域 上 的 积分 有 效 , 对 非 封 闭 区 域 也 可 以 用 添加 曲面 的 方法 来 
使 用 . 当 V 是 空间 复 连 通 域 时 ,S 是 V 的 外 侧 与 内 部 小 区 域 边界 
内 侧 之 和 . 

2. 斯 托 殉 斯 公式 有 什么 意义 与 用 途 ? 

答 斯 托 克 斯 公式 建立 了 洛 空间 曲面 的 曲面 积分 与 沿 其 边界 
曲线 的 曲线 积分 之 间 的 联系 , 它 也 是 格林 公式 的 推广 . 

对 在 V 内 有 一 阶 连 续 偏 导数 的 晒 数 PCzyyyz),QCryyyz)， 
R(Xyy,2) ,以 下 三 个 命题 等 价 : 


(DYSC V, | Pdyds 二 Qdzdz 十 Rdzdy 与 曲面 $ 的 形状 
必 


无 关 , 仅 与 S 的 边界 曲线 有 关 ; 
(2) 对 VV 内 任 一 封闭 曲面 9 ， fppdyds 十 Gdzdz 十 Rdxdy 一 
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XQ 
dy 

利用 斯 托 克 斯 公式 和 上 述 命 题 可 以 大 大 简化 积分 计算 并 解决 
许多 力学 问题 . 


_ oR 
(3) 在 V 内 恒 有 守 十 中 十 完 一 0 


万 法 、 技 巧 与 上 典型 例题 分 析 


在 用 高 斯 公式 和 斯 托 克 斯 公式 求解 时 ,首先 要 验证 问题 是 否 
满足 定理 条 件 ,然后 再 考虑 问题 的 具体 条 件 ,如 能 否 利 用 轮换 对 称 
性 、 区 域 对 称 性 、 肾 数 奇 偶 性 ,能 否 通 过 拼凑 、 拆 项 来 简化 计算 . 

例 1 计算 | YE TY ee 证 禹 2, 设 ， 

(1)S 为 x 十 y 十 z= 二 ei?; 

(2)5 为 不 包含 原点 的 光滑 闭 曲 面 ; 

(3)5 为 包含 原点 的 光滑 闭 曲 面 . 

解 (1) 因 为 x 十 yy 十 z? 二 @, 所 以 由 高 斯 公式 有 


1= 去 | zayds 十 ydzdz 十 zdzdy 


一 二 外 sazdydz 一 二 。 3。 re’ = 47. 
YY 


区 
aP ? . 
(2) S 不 包含 原点 ,而 条 一 十 一 等 , 字 一 二 一 只 ,2 民 上 一 
TT rr r” dy rr rr” dz rr 
3z go RR 
5 :下 于 十 有 十 到 一 0, 于 是 


Em 
(3)5S 包含 原点 , 需 作 半 径 充 分 小 球面 S1 :zx? 十 y? 十 x? 二 ,5S， 
CS. 则 5 与 5 之 间 区 域 Vi, 根 据 题 (2), 有 
aoP oo aR 


”1 


oP oO KR 
{ 一 中 3 十 十 二 dzdydz -一 | oardydz 一 0. 
V 
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而 根据 题 (1), 有 
一 ||zaydz 十 ydzdz 十 zdxdy 一 一 45. 
Ss 


1 
S 2 


这 里 S; 是 取 内 侧 . 
例 2 计算 下 列 曲面 积分 : 


(1) 人 P| 于 /| 三 zr' |dydz 十 7 十 六 |dzdy 


之 时 2 
+ [一 宇 /( + ardy, 
其 中 f(u) 有 连续 导数 ,S 为 十 yy 十 xz 二 2Rz 内 侧 . 
(2) || zayas 十 ydzdz 十 zzdxdy,S 为 锥 面 X* 十 y= 二 
MY 


(0 奈 z 世 有 ) pe 
解 0) 守 十 他 十 保 一 3(z? 十 六 十 x?), 依 高 斯 公式 ,有 


一 一 3 十 y 十 2z*)dzxdydz 
V 


2 x/2 Cos 
一 一 :| dj dp| risingdr 一 一 6 | Rscos’ psin p dy 
0 


(2) 今 Si:z 二 h(z 十 yy 三), 取 上 侧 , 则 S++ 构成 封闭 曲 
面 ,可 用 高 斯 公式 . 于 是 


Tdydz 十 y*dzdz 十 z“dzdy 


$+5)] 


h 
=2 (z+ y+ sdzdydz =2fdz | zdrdy 
如 
Vv 


ri +y er 
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一 2| rz'dz 一 Fh 
而 | zrdydz 十 ydzdz 十 xdzdy 
”1 
一 dxzdy = h: »。 xh’ = TA， 
2 yh 
Ta 4 
故 1 一 ph nh” = 2 万 . 
这 里 ,在 计算 三 重 积 分 利用 了 区 域 的 对 称 性 和 函数 的 奇偶 性 ， 
例 3 利用 高 斯 公式 计算 下 列 曲 面积 分 : 


(1) 人 hz’dydz 十 yzdzdz 十 zzdzxdy,S 为 立方 体 :0 过 x 之 a,0 
BY 


< 全 > < 二 UU, 0 二 二 a 外 侧 ; 3 
(2) Te (n,X) 十 ycos(n,y) 十 x?cos(n,z)]dS,S 为 球面 
Ss 


十 yy 十 z= 二 R: 上 半 部 分 外 侧 . 


解 (1) 因为 后 十 伯 十 竺 二 2(z 十 y 十 2),5 为 封闭 曲面 , 故 


1= ls 十 yy 十 >)dyY = ?| dz| dy| Cz 十 y 了 十 <)dz 


= 2 dz| |az+ay+ ES 


= 中 |az 十 性 十 $d = 30., 
(2) 补 S51:T 十 y 夺 R*,z 二 0, 取 下 侧 , 则 SS 十 5) 构成 封闭 曲 
面 , 依 高 斯 公式 ,有 
P 一 3|| 十 y 十 2:)dV 一 3| do| dz| -sing dr 


s+s, 
or. Rg brnps 
一 6x -| sinp dp 一 oR. 
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而 [= to +o.w+(—D .0s=0, 
3) 5) 


故 ! = — | = SrR 一 0= SrR’ 


例 4 计算 曲面 积分 
| 十 yy 一 zx)dydz 十 [2y 十 sin(z 十 xX)jdzdx 
和 


十 《3z 十 er 7y)dzdy， 
S 为 曲面 |zx 一 y 十 z | 十 |y 一 z 十 Xl 十 |z 一 zx 十 y| 二 1 的 外 侧 . 


aP oo oR ， 
解 因为 这 十 地 十 如 一 1 十 2 十 3 二 6， 所 以 


6 arayas 

对 V;|z 一 y 十 z| 十 |y 一 z 十 Z| 十 |z 一 z+ 十 y| 志 1 作 旋 转变 换 . 

& 一 工 一 y 十 zz 一 y 一 z 十 并 也 一 z 一 工 十 yy 变 成 ju| 十 |v| 十 |w|= 

1.V 是 对 称 八 面体 ,其 第 一 封 限 部 分 由 十 v 十 ww 二 1 及 x 一 0,v 一 
0,w= 二 0 所 围 成 , 则 

了 一 DZ，yZ) | 1 


Uw) d(xzsys2) 4° 
1 1 .1.1.)- 
帮工 一 6 1 dudvdw = 6 1 8 本 “了 3 1 一 2. 


I 十 | 如 二 wj 
例 $ 设 空间 区 域 V 由 曲面 z= 二 a 一 x * 一 y 与 平面 < 一 0 所 围 
成 ,a 放 0. 记 VV 的 表面 外 侧 为 $ ,体积 为 了 ,证 明 : 


hzryzrdyds — xXyzdzdz 十 z(l 十 Zyz)dzdy 一 下 . 
连 


2.4 


证 “因为 天 十 科 十 号 一 1 十 2zyx, 所 以 


1 一 ja 十 2zyz)dY 一 Y 十 2 | zyzdy. 
V V 


因为 区 域 关 于 yoz 平面 对 称 , 而 妇 数 是 关于 工 的 奇 晴 数 , 所 以 
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中 zzar 一 0， 


故 r-y+o=y 
例 6 用 斯 托 殉 斯 公式 计算 下 列 曲线 积分 : 
(1) bo 一 之 )dz 十 (zz 一 XZ)dy 十 (TX 一 y)dz, 荆 为 椭圆 x? 十 
y= 二 aa,Xx/a 十 y/b6 二 1 (a 六 0,5 沁 > 0), 从 工 轴 正 向 看 去 ,取道 时 
针 方 问 ; 
(2) | Gy 十 dr 十 ( 十 mdy 十 (zz 十 交 )dz, 为 球面 
Z 十》 十 z 一 4z 与 柱 面 刀 十 六 一 2z 的 交 线 ,从 > 轴 正 向 看 去 ， 
取 六 时 针 方 癌 (z 之 0). 
解 (1) 取 以 工 为 边界 的 部 分 平面 5S:z/a 十 y/6==1 的 上 侧 ， 
则 平面 法 线 的 方向 余弦 为 cosa==b/ Ya’ 十 ,cosB8 二 0,cos7 二 
a/ va: 十 区 ,于 是 
coOsSa cos 有 cos7 
有 过 六 -| 
?一 2 和 一 工 工 一 》 


a 2 4s —— 2Ca 2 二 2) ass 


.204 


(2) 球面 法 线 方向 的 方向 余弦 为 cosa== (x 一 2)/2,cos8== 
y/2,cos7 二 z/2, 于 是 


7 一 ?|[o 一 2z)cosa 十 (zz 一 Z)cos8 十 (zz 一 y)cosy jds 
4 


一 下 [Le 一 z) 二 


a’ 一 一 2xala 十 6). 


2 也 _ yz 
+ (zz) + ylds 
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一 2 | (z 一 y)dw 


S 


由 于 曲面 关于 zoy 平面 对 称 , 故 | yds _ 0 .而 


中 as 一 zeras 一 2 ae, 一 2X. 


故 ”T=4x (Dy 为 (zx 一 1)” 二 过 1, 面 积 为 1). 
例 7 利用 斯 托 克 斯 公式 计算 下 列 曲 线 积分 : 


(1) | yidz 十 zidy 十 XxX:dz, 工 为 曲线 :TX 十 y 十 z = 二 R*,x* 十 
L 
y= 二 RX (R 之 0,z 之 0), 从 z 轴 正 向 看 去 , 取 顺 时 针 方 同 ; 
(2) | 一 yz)dz 十 (y: 一 Xz)dy 十 (z* 一 Xy)dz, 工 是 从 
A(0,0,0) 到 BCa,0,h) 的 螺旋 线 . 工 = acos0,y 二 usin ,z 一 区 4 


aR oa _ aP oR a0 aPp 
解 (D3 Fe A 元 一 


均 为 连续 果 数 , 取 曲 而 T° 二 yy 十 之” 一 R: 外 侧 为 二 部 分 为 S$, 因 为 
取 顺 时 和 针 方 向 ,积分 前 加 负 号 


一 一 jr- 2zcosa 一 2xcosp 一 2ycos? JdS 


S 


一 - 2 | [zcosa 十 zxcosB 十 ycosy ldS， 
4 


由 于 5 关于 zoz 平面 对 称 , 则 ||zcospas 一 0. 


XS 在 TOYVY 平面 投影 D,,: x/2 夺 0 二 XT/2,0 夺 7 三 Reos0, 故 
7 一 2 || (zcosa 十 ycos7)d5S 一 ?| (x 十 y)cos7YdS 
3 Ss 


x/2 Reosd 
?| cz + ydzrdy=2 | dg| r(ecosg + singyrdy 
— /2 0 
DD 


4f ps 4 Npa 
一 ;| Ricos*0d0 = TR:. 
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其 中 运用 了 关系 式 zcosa 二 z。x/R= 二 x 。，z/R= xcosy. 
(2) 将 工 添 上 让 线段 BA 构成 封闭 曲线 . 因为 入 一 天 二 区 一 


新 托 克 其 公信 ,有 


1 人 -上 
L+BA Tr BA AB 


由 万 3 
r= | zidz = | zxdz = 4. 
AB 0 3 


2 3722 1 

例 8 计算 | ”开工 二 co 十 zs ,点 (zyyivai) 在 球面 
(zi VX 十 vy 十 < 

Ty 十 z* 二 a “上 ,点 (zzyyzyzy) 在 球面 x 十 y: 十 2?* 二 6: 上 (a 

> 0,0 > a). 


、 ao 好 oP 二 ow 

[TE 十 2 zz 一 ， 一 0， 

解 议 Yz > ~ " gy Oz 0 de ar 一 0,37 
2 一 


Ty) 2 2 3 了 2 
本 a ty +e er 
(rl "3y]， ‘+ ) 2 Vz ye (x] 31 zl) 


一 避 一 4， 


例 9 计算 7 一 | Pdz 十 Qdy 十 Rdz, 其 中 已 = zz 十 ay? 十 
bz*,Q = zy 十 az’ + bx?,R = yz 二 ax? 十 by:,A(O0,0,z,), 
B(x1,y1,0). 确定 a,b 值 ,使 积分 与 路 径 无 关 ， a 

和解” 由 地 一 尖 ' 守 一 玫 , 神 一 务 得 4 一 二 ,6 一 0. 于 是 

I= | (zt ly)dr 十 (zy 十 1 十 (yz 十 Lae 
取 折 线 A(0,0,zo)->Al(zi,0,z0) 一 A, (xi ;V1 2Z0) >B(ri, y1;0) 为 


祝 分 路 径 , 有 
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-+ 人 + 


工 | 7] 0 
一 | P(x,0,2o)dz 十 | QGz yzo)dy 十 | K(X1, Yi ,2) dz 
0 0 20 


- | zzodz 十 | (zy 十 328)dy 十 | (yiz 十 571)dz 


一 L732, 十 


2 
例 10 证 明 : 若 S 为 封闭 的 简单 曲面 ,而 nn 为 5S 的 外 法 线 方 


向 ,i 为 任 一 固定 方 同 , 则 fheos(n,Dds=0. 


1 ] l 
pe 十 Fy, 万 z031 一 DXIz 一 六 TO 


、 、 
证 设 n 二 (cosa,cosB,cos7),ilo= 二 T= (cosao ,COS Po, COSYo), 


其 中 cosao,cosBo,cos7o 为 常量 . 由 于 


cos(1 ,1 ) = n* {= cosaocosa 十 cosBocosp 十 cosyocosyY， 


故 eos (n,DDdS 


S 


一 DCcosaocose 十 cosBocospB 十 cos7Yocos7Y)d5S 
S 


一 fheosavdyds 十 cosBdzdz 十 cosyodzdy 


4 


一 路 5 二 cosao 十 二 cosp 十 坟 27 Ey -||oar 一 0. 
, 


例 11 ul(X,y,zZ) 在 团 区 域 V 上 有 二 阶 连 续 偏 导数 , 记 Au 


ds 一 Tl sj 十 | 十 | Jav + 中 er 
其 中 $ 是 V 的 边界 曲面 , 宕 为 u(x,y,z) 沿 5 外 法 线 方向 的 方向 


导数 . 
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证 Ah 二 (cosa,cosB,cos7), 则 


路 dS= th d5 
=- 


«| 史 一 COSQ 十 ¥cosB + 2ecos7 


了 dydz 十 Fdzdz 十 妈 了 dzdy 


Ek ed 


[这 | 十 | + | 到 Jav + Nusav. 


例 12 利用 斯 托 克 斯 公式 化 | rotF , nds 为 曲线 积分 ,F 一 
生 


| 


lav 


| 


l 
l 


yi 十 zyj 十 Xzk,S 为 上 半球 面 z 二 (一 zz 一 y:) 咏 的 上 侧 ,n 为 S 的 
单位 法 向 量 . 
_{aR_a2Q), [了 如 | /QoP 
解 rotF 一 | 3 实 ji+| 生 x |] ss 及 | 
9 的 边界 曲线 为 1 0 风 册 斯 江 克 斯 公正 有 
7 一 rote .ndS = 中 ydz 十 zydy 十 zzdz 


S 


2 区 
一 | [sin?t(— sint) 十 cos?tsint ld 
0 


2 
一 | (1 一 2cos’*t)dcost 一 0. 
0 


例 13 设 5 为 包围 有 界 物体 V 的 简单 光滑 曲面 ,u(x,y,z) 
在 V 十 S 上 连续 ,并 有 二 阶 连续 偏 导数 ,n 为 5S 的 外 法 线 向 量 , 证 
明 : 
fugradu . ndS = | graawyav 十 由 


< 


证 ” 令 丰 一 xgradx , 则 因为 


Fu Fu Fu 
3 Fy 十 3 dy 


Ss 


gradu = | Xe 这 | ， 
od 


ay 
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divF= div| ugradu | = div| al i 十 3 十 2k | 
— 9, 3 Sf 
= 玄 |* | | 
a az | 9 Wl? fo) 
-信人 人们 


| 2 十 十 > 一 5 十 (gradu ), 


j+ 


所 以 和 .ndS 一 pr ndS = aiveav 
3 


一 | Grae:av 十 由 


例 14 设 PIGzyyz) QQGzyyz)，Rzyyz) 均 为 连续 羡 数 ,9 
为 光滑 曲面 ,面积 为 S,M 是 YP 十 Q 十 R' 在 SS 上 的 最 大 值 ,证 
ns 


9 


9 
+ de 


2 |av. 


证 | | Pdydz + Qdzdz + Rdzdy 
5 


| peose 十 Qcosp 十 Reos7)dS \ 

号 

< 妈 | iPeose 十 QcosB 十 Recos7Y ldS 
访 

=|| (P,Q,R) (cosa,cosB,cosy) 1d5 =| IF .nolds 
S S 

<|Ir . jn,|dsS =|| Flds =|| VP FOr FRidS 
Ss Ss 向 


二 M las ~ MS. 
全 


例 15 有 密度 为 w 的 空间 流体 ,流速 > 一 zz2 十 yz27 十 zy 天 ， 
求 在 单位 时 间 内 流 过 曲面 S$:z2: 十 只 十 z2 一 2z 的 流量 BB( 流 向 外 
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侧 ) 和 沿 曲 线 亏 :z2: 十 只 十 z2 一 2z,z 一 1 的 环流 量 信 (从 zx 轴 正 问 量 


看 是 逆 时 针 方 向 ). 
解 ” 球 面 S 的 球面 坐标 方程 为 > 一 2cosp, 故 
外 一 利 z=zdydz 十 yx:dzdz 十 zyzdzdy (由 高 斯 公式 ) 


出 
2 XR/2 2c0s¢ 
一 中 ec 十 区 十 y*)dV = | do| dg| risingdr 
Vv 
一 2 * 32| cos’g sinp do 一 327 
5 Jo 15 
曲线 工 为 平面 z= 二 1 上 的 贺 周 z 十 和 一 1, 故 


太一 中 zzzdz 十 yz 和 dy 十 zy dz 


L 


dydz dzdzx dzdy 


| | | 
一 中 27 3y Ep (由 斯 托 克 斯 公式 ) 
TZ* 2 2 


也 < 


一 2 | >zdydz 十 zzdzdz 十 Zydzdy 
5 


- 2 | zydzdy 一 0 (由 区 域 对 称 性 和 冰 数 奇偶 性 )， 
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记 
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